Dichtefunktionaltheorie und Molekiildynamik

Stephan Grimm und Irmgard Frank

Skript zur Vorlesung in den Jahren 2001 und 2002



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Die Born-Oppenheimer-Niherung
2.1 Separation von Elektronen und Kernbewegung . . . . . . . .. ..

2.2
2.3

2.1.1
2.1.2

Separierbarkeit . . . .. ... oo
Born-Oppenheimer-Niherung und Potentialflichen

Allgemeine Formulierung der Born-Oppenheimer-Néherung . . . .
Diabatische und adiabatische Potentialflichen . . . . . .. .. ..

2.3.1
2.3.2
2.3.3

Kreuzung von Potentialflichen . . . . . . . . .. ... ...
Diabatische Darstellung . . . . .. ... .. ... ... ..
Zusammenfassung . . . . .. .. L. L

I Dichtefunktionaltheorie

3 Mathematische Grundlagen
3.1 Funktionale . . .. .. ... ...

3.2

3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.14
3.1.5
3.1.6

Dirac-Notation . . . .. ... ... ... ... .......
Definition . . . . . . . ...
Differential eines Funktionals: . . . . . . .. ... ... ..
Beispiele: . . . ... o o
Rechenregeln fiir Funktionalableitungen: . . . . . . . . ..
Extremwerte unter Nebenbedingungen . . . . . .. .. ..

Herleitung der Hartree-Fock-Gleichungen . . . . . . . . .. .. ..

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4

Energieerwartungswert bei Hartree-Fock . . . . .. . . ..
Exkurs: N#heres zu Slaterdeterminanten . . . . . . . . ..
Funktionalvariation . . . . . . . ... .. ... ... .. ..
Kanonische Hartree-Fock-Gleichungen . . . . . . . . . ..

3.3 Herleitung der Kohn—Sham-Gleichungen . . . . .. .. ... ...

4 Physikalischer Hintergrund
4.1 Frithe Anséitze . . . . . . . . ..

4.1.1

Thomas-Fermi-Theorie . . . . . . . . . . .. .. ... ...

H
= © ~J Ut Ot Ut

11
13
14

16

17
17
17
18
18
19
20
20
22
22
23
27
29
32



4.1.2 Thomas-Fermi-Dirac-Theorie . . . . . . .. . .. ... .. 41

4.1.3 Thomas-Fermi-Dirac-Weizsécker-Theorie . . . . .. .. .. 42

4.1.4 Hartree-Fock-Slater-Verfahren (X,-Methode) . . . . . . .. 43

4.2 Dichtefunktionaltheorie . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 44
4.2.1 Die Hohenberg-Kohn-Theoreme . . . . . .. .. ... ... 44

4.2.2  Kohn-Sham-Formalismus . . . . .. ... .. ... ..... 46

4.3 Funktionale fir Exe . . . . . . . . 49
4.3.1 Lokale-Dichte-Néherung (LDA) . . . .. .. .. ... ... 49

4.3.2 Lokale-Spindichte-Naherung (LSDA) . . .. ... ... .. 49

4.3.3 Gradientenkorrektur . . . . .. .. ... ... ... .. .. 50

4.3.4 Hybridfunktionale . . . . . . .. ... 51

4.3.5  Selbstwechselwirkungskorrektur (SIC) . . . . . . .. .. .. 51

4.4 Anwendungen . . . .. ... 53

IT Molekiildynamik 55
5 Mechanische Modelle 56
5.1 Klassische Kraftfelder . . . . . . .. .. .. ... .. ... ..... 56
5.1.1 Modell . . . ..o 56

5.1.2  Die einzelnen Beitrdge . . . . . .. ... 0. 56

5.1.3 Zuden Kraftfeldern. . . . . .. ... ... ... ...... 59

6 Bewegung auf Potentialflichen 61
6.1 Potentialflichen . . . . . . . . ... ... oL L 61
6.2 Suche nach lokalen Minima und Sattelpunkten . . . . . . . . . .. 61
6.2.1 FEinfache Minimierung . . . . . . . ... .. .. ... ... 61

6.2.2 Gradient und Hesse-Matrix . . .. ... ... ....... 63

7 Molekiildynamik 65
7.1 Newtonsche Mechanik . . ... ... ... ... .......... 65
7.1.1 Newtonschen Axiome . . . . . . .. . ... ... ...... 66

7.1.2  FEmergieerhaltung . . . . .. .. .. ... .. 67

7.1.3 Anwendung auf die Molekiildynamik . . . ... ... ... 68

7.2 Zeitliche Integration . . . . .. ... oL 69
7.2.1  Verlet-Algorithmus . . . .. .. .. ... ... ....... 69

7.2.2  Velocity-Verlet-Algorithmus . . . . .. ... ... ... .. 70

7.3 FEigenschaften und Auswertung . . . . . . ... .. ... ... .. 70
73.1 Startder MD . ... .. .. ... 70

732 MeBgroBen . . . . ..o 71

7.3.3 Phasenraum und FErgodizitat . . . . . . . ... ... 77

7.4  Anwendungen von klassischer Molekiildynamik . . . . . .. .. .. 79



IIT Car-Parrinello-Molekiildynamik

8 Klassische Mechanik in Lagrange-Formulierung
8.1 Verallgemeinerte Koordinaten . . . . . .. ... ... ... ....
8.2 Das 2. Newtonsche Axiom in verallgemeinerten Koordinaten . . .
82.1 Dielinke Seite . . . . . . .. .. L
8.2.2 Dierechte Seite . . . . . .. .. oL
8.2.3 Lagrange-Gleichungen erster Art . . . . .. .. ... ...
8.3 Zweite Form der Lagrange-Gleichungen . . . . . . . .. .. .. ..

9 Car-Parrinello-Gleichungen

10 CPMD in der Praxis
10.1 Vergleich mit Born-Oppenheimer-Molekiildynamik . . . . . . . ..
10.2 Implementierung und Anwendung . . . . . . . . ... ... .. ..

103 QMMM .o oo s

80

81
81
81
82
82
83
84

85



Kapitel 1

Einleitung

Seit den grundlegenden Arbeiten von Hohenberg, Kohn und Sham in den Jahren
1964 und 1965 hat sich die Dichtefunktionaltheorie zu einer der wichtigsten quan-
tenmechanischen Methoden entwickelt. Mittlerweile stehen mehrere Programm-
pakete zur Verfiigung, die es in einfacher Weise erméglichen, Dichtefunktional-
rechnungen in standardisierter Form durchzufithren. Das vorliegende Skript soll
die theoretischen Grundlagen erklidren und anhand der historischen Entwicklung
der Theorie auch alternative Wege aufzeigen.

Ein besonders faszinierendes Anwendungsgebiet von Dichtefunktionaltheorie
liegt in der Kombination mit Molekiildynamik (MD), was mittlerweile die Si-
mulation chemischer Reaktionen ”from first principles” ermoglicht. In Teil 11
des Skripts werden die Grundlagen klassischer MD erldutert; Teil IIT behan-
delt Car-Parrinello-Molekiildynamik, bei der das klassische Potential durch eine
Dichtefunktional-Beschreibung der Elektronen ersetzt ist.



Kapitel 2

Die
Born-Oppenheimer-Niherung

2.1 Separation von Elektronen und Kernbewe-
gung
2.1.1 Separierbarkeit

Ein molekulares System aus N Elektronen und M Kernen wird durch die zeit-
unabhéngige Schrédinger-Gleichung

HY(R,r) = EY(R,r)

beschrieben. Die Wellenfunktion ¥(R, r) ist eine Funktion der Elektronenkoordi-
naten r und der Kernkoordinaten R. H ist der Hamilton-Operator, er ist gegeben
als

H:Z+%+Vee+vek+vkk

mit
N
1 2 . . .
T = — Z Evi Kinetische Energie der Elektronen
=1
<A
T, = — Z —V? Kinetische Energie der Kerne
T—1 2m1
N N
V. = Z 1 1 Z 1 Coulomb-Abstofiung der
e r;—r;| 2 lr; — 1y Elektronen untereinander



Z1 Coulomb-Anzichung von
Ver = = 21: ; IR, — 1y Elektronen und Kernen
Z A4 ﬁ: 212y Coulomb-Abstoffung der Kerne
= IR; — RJ] 2 = IR; — Ry untereinander

Dabei laufen die Indices I, J iiber die Kerne und %, iiber die Flektronen. m;
ist die Masse und Z; die Ladung des [-ten Kernes. Die Operatoren fiir die
Coulomb-Wechselwirkung V.. und Vi lassen sich wahlweise symmetrisch oder
unsymmetrisch formulieren, es ist nur zu beachten, dafl keine Wechselwirkung
doppelt gezdhlt wird.

Zur Vereinfachung fasst man 7., V.., Ver und Vi zum sogenannten elektroni-

schen Hamilton-Operator zusammen*:

He:Z+Vee+Vek+ka

Er liefert die Gesamtenergie des Systems fiir eine feste Kerngeometrie R f;,”.
Die zugehérige Figenwertgleichung ist die sogenannte elektronische Schrédinger-
Gleichung, und ihre Figenfunktinen W€ bezeichent man als Adiabatische Wellen-
funktionen:

He‘I’e(sz‘:m I') = E<Rfim>qje<Rfimu I')

Die Operatoren fiir die potentielle Energie V.., V.r, Vi enthalten die rezipro-
ken Absténde der Elektronen und der Kerne untereinander sowie die reziproken
Elektron-Kern-Absténde. Deshalb wird ¥(R,r) explizit von diesen Absténden
abhingen und nicht separierbar, d.h. nicht als Produkt von Funktionen, die nur
von einer einzelnen Elektron- oder Kernposition abhédngen, darstellbar sein. Die
potentielle Emnergie eines Teilchens hidngt also von der momentanen Position aller
tibrigen Teilchen ab, man sagt, die Teilchen bewegen sich korreliert.

Versucht man nun, das System mit einer separierbaren Wellenfunktion zu
beschreiben, so entspricht das Bild einer unkorrelierten Bewegung der Teilchen.
Die potentielle Energie eines Teilchens hingt dann nicht mehr von der genauen
Position der iibrigen Teilchen ab, sondern nur noch von deren gemittelten Feld.
Die dabei verwendeten Gesamtwellenfunktionen sind (ggf. antisymmetrisierte)
Produkte von Funktionen derjenigen Koordinaten, die man separieren mochte.
Beispiele fiir soche unkorrelierten Beschreibungen sind:

' Hiufig definert man den elektronischen Hamilton-Operator ohne die Kern-Kern-AbstoBung,
die bei festgehaltenen Kernen lediglich eine additive Konstante ist. Fiir die folgenden Betrach-
tungen ist aber die obige Definition zweckméBiger.

2d.h. man wihlt R, als feste Parameter und konstruiert damit H.. Die Kernkoordinaten
tauchen in der zugehirigen Schrodinger-Gleichung dann nur noch als Konstanten auf.
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e die Born-Oppenheimer-Néherung, die im folgenden diskutiert wird: Hier
wird eine Separierbarkeit von Elektronen- und Kernbewegung angenom-
men, d.h. man berechnet die potentialle Energie der Kerne im gemittelten

Feld der Elektronen.
(R, 1) = " (R)V (R, 1)

Man beachte, daf3 bei diesem Ansatz die elektronische Wellenfunktion noch
parametrisch von den Kernkoordinaten abhingt?.

e die Hartree-Fock-Naherung: Hier wird die elektronische Wellenfunktion
nach Einelektronenfunktionen separiert, d.h. man berechnet die potenti-
elle Energie eines Elektrons im Feld aller anderen Elektronen (und im Feld
der festgehaltenen Kerne)

\IJG’HF<R, I') —

s det {1 (R )0 (R (R )

Die unkorrelierten Wellenfunktionen sind vollstdndig und im gleichen Bereich
definiert wie die exakten (korrelierten) Wellenfunktionen und kénnen auferdem
orthonormiert gewdhlt werden. Der Satz der unkorrelierten Wellenfunktionen ist
also eine orthonormale Basis des Raumes, in dem sich die korrelierten Wellen-
funktionen befinden.

Das bedeutet, dafl man die korrelierte Wellenfunktion als Linearkombination
der unkorrelierten Wellenfunktionen darstellen kann. So lassen sich beispielsweise
die Figenfunktionen der der elektronischen Schrodinger-Gleichung nach Hartree-
Fock-artigen Wellenfunktionen® entwickeln, das ist die Grundlage der CI- Metho-
den:

T(R,1) = > a; U7 (R, x)

%

2.1.2 Born-Oppenheimer-Niherung und Potentialflichen

Da die Elektronen deutlich leicher sind als die Kerne, bewegen sie sich auch
wesentlich schneller, es gilt:
we _ [my

= =~ 100

W me

*Der Ansatz U(R,r) = x*(R)¥4(r) ist ebenfalls moglich, er ist Grundlage der sogenannten
Ehrenfest-Molekiildynamik

4sogenannte Einzeilkonfigurationswellenfunktionen, also einzelne Slater-Determinanten oder
Linearkombinationen aus Slater-Determinanten, die der gleichen Konfiguration angehéren



Bei der Born-Oppenheimer-Niherung wird nun angenommen, dafl w,/wy, ge-
gen unendlich geht, d.h. egal wie schnell sich die Kerne bewegen, die Elektronen
folgen ihnen adiabatisch, also unendlich schnell. Sie befinden sich somit immer
in ihrerm fiir die jeweilige Kernanordnung charakteristischen Gleichgewichtszu-
stand. Diesen Zustand erhélt man durch Losung der elektronischen Schrédinger-
Gleichung fiir die jeweilige Kerngeometrie.

Es wurde also eine Separation der elektronischen Bewegung von der Kernbe-
wegung vorgenominen:

U(R,r) = X"(R)V*(R, 1)

Die Gesamt-Schrodinger-Gleichung lautet mit dieser separierten Wellenfunktion
dann

(He + Ti)x"(R)T°(R, 1) = EX"(R)T°(R, 1)

Durch Multiplikation mit ¥¢(R, r)* und Integration iiber die elektronischen Ko-
ordinaten erhélt man daraus

[’]} + /\IJQ(R,r)*He\Ile(R, r)dr] Y"(R) = Ex"(R)
7 + ER)] X" (R) = EX"(R)
mit
B(R) / T4(R, 1) H U (R, r)dr
Noch einmal die Vorgehensweise im Einzelnen:
1. Man lost die elektronische Schrédinger-Gleichung
H.I(R,r) = E(R)T*(R,1)

und berechnet F(R () und U¢(R 4, v) fiir festgehaltene Kernkoordinaten.
Fiihrt man diese Berechnung fiir alle Kernkoordinaten durch, so erhilt man

E(R) und ¥¢(R,r) als Funktionen der Kernkoordinaten.

2. E(R) ist nun die potenticlle Energie der Kerne in Abhéngigkeit von den
Kernkoordinaten. Mit F/(R) als Potential kann man nun eine Schrédinger-
Gleichung fiir die Kerne schreiben:

[7: + E(R)]x"(R) = Ex*(R)

Den zeitlichen Verlauf der Kernbewegung erhilt man dann mit Hilfe der
zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung.
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3. Anstelle von (2) kann man die Kernbewegung meistens in guter Ndherung
auch klassisch beschreiben. Die zugehorige Bewegungsgleichung lautet:

F =md=VE(R)

E(R) ist eine Funktion, die jeder Kernkonfiguration R eine Energie zuord-
net. Man bezeichnet F(R) auch als Potentialfliche. Lokale Minima von F(R)
entsprechen metastabilen Zusidnden des Systems. An solchen Punkten sind die
erste Ableitung von F(R) nach allen Komponenten von R null, und die zweiten
Ableitung sind alle positiv.

Liegt eine einzelne negative zweite Ableitung vor, so handelt es sich um einen
Sattelpunkte beziiglich der jeweiligen Komponente R;. Interpretiert man R als
Reaktionskoordinate, so entspricht der Sattelpunkt einem Ubergangszustand.

2.2 Allgemeine Formulierung der Born-Oppenheimer-
Niaherung

Die urspriingliche Formulierung der Born-Oppenheimer-Nédherung erfolgte mit
storungstheoretischen Methoden und ist daher strenggenommen nur in der Nihe
der Gleichgewichtsgeometrie giiltig. Spéter wurde deshalb eine allgemeine Her-
leitung formuliert. Dabei wird zunéchst die exakte Schrédinger-Gleichung fiir die
gekoppelte Elektron-Kern-Bewegung aufgestellt. Vernachldssigung bestimmter
Terme fithrt dann auf die Born-Oppenheimer-N#éherung,.

Das zu losende Problem ist wiederum die Schrodinger-Gleichung

HY(R,r) = EY(R,r)

Die Eigenfunktionen enthalten, wie bereits erldutert, die Elektronen- und Kernko-
ordinaten in nichtseparierbarer Weise, und sind daher nicht als Produkt von Kern-
und elektronischen Wellenfunktionen darstellbar. Da aber die Eigenfunktionen
{TS(R,r)} der elektronischen Schrédinger-Gleichungen eine Basis des Raumes
sind, dem die Eigenfunktionen der Gesamt-Schrodinger-Gleichung angehéren, ist
eine Darstellung als Linearkombination

\IJ(R’ I') = Z Xi(R)lIJﬂR? I')

moglich. Die Entwicklungskoeffizienten {x,(R)} werden dabei im Allgemeinen
von R abhingen. Nun setzt man diese Wellenfunktion in die Schrédinger-Gleichung
ein:

[H, + T Z ;R)T(R,r) =F Z X (R)T5(R, 1)



Dann multipliziert man diese Gleichung mit > ; \Ilj(R, r)* und integriert {iber
die elektronischen Koordinaten r:

ZZ[ o®)+ [ @§<R,r>*ms<R,r>xi<R>dr] =B iR

mit

Hj; = /\Ilj(R, r)"H U5 (R, r)dr

Es wurde verwendet, daf die {U$(R,r)} fiir jede Wahl von R orthonormiert
sind.

Da man fiir die {T$(R,r)} die Eigenfunktionen des elektronischen Hamilton-
Operators gew#hlt hat, ist die Matrix H diagonal, und es gilt H; = E;(R), d.h.
die Diagonalelemente entsprechen den (adiabatischen) Potentialfléchen.

Beim zweite Term ist zu beachten, dafl der Operator 7y, sowohl auf ¥£(R, 1) als
auch auf y;(R) wirkt. Man muf also die Produkt- und die Kettenregel beachten:

1 o~ P D
Ty = — V2= L
F ;le 1 T—1 2m1

v%quXz (v 5 )Xz + 2<v1 )(vIXz) + w? VIXZ

[wma @@ = | [ R |

M
1 e N .
o [;Q_W/QJCR'? I') pquz <R7 I')dI"pI] Xz(R)
—Tix;(R)

Mit diesem Ergebnis kann man nun den Matrixoperator C definieren als:

(C);; = /xpe(R r)* T, U¢(R, 1 dr+z U \Ilj(R,r)*ﬁI\Ilf(R,r)drl pr+ T

2my

Damit erhilt man dann:

[Tk( ) + Z Cji(R

i R) = EXz‘<R)
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Dies ist ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir die Bestimmung der {y;(R)}. Es
kann als Schrédinger-Gleichung fiir die Kernbewegung interpretiert werden.

Der Hamilton-Operator besteht dann aus dem Operator fiir die kinetische
Energie der Kerne, aus der adiabatischen Potentialfliche F; gR) als Operator fiir

die potentielle Energie, und aus den Kopplungsoperatoren C};.
In Matrixform geschrieben lautet das Gleichungssystem:

[7; +H+ C} x(R) = x(R)

Der Hamilton-Operator dieser Schrodinger-Gleichung enthélt also die zwei Ma-
trizen H und C , wobel H in adiabatischer Basis diagonal ist, C hingegen im
allgemeinen nicht.

Bis hierher ist das Bild exakt, und es wurden keine Ndherungen gemacht. Die
obige Gleichung beschreibt die Kernbewegung allgemein, man bezeichnet das Bild
deshalb als nichtadiabatisch, weil nicht vorausgesetzt wird, daf3 die Elektronen
den Kernen unendlich schnell folgen.

Nimmt man nun an, dafl der Matrixoperator C diagonal ist, so entspricht das
der sogenannten adiabatischen Niherung. Das Gleichungssystem ist dann nicht
mehr gekoppelt:

T.(R) + E;(R) + ézz<R) x;(R) = Ex;(R)

Zur Born-Oppenheimer-Niherung gelangt man schliefllich, wenn man C ganz
vernachléssigt. Die Schrodinger-Gleichung fiir die Kernbewegung lautet dann

[7:(R) + E;(R)] x;(R) = Ex;(R)

und das ist identisch mit den Ergebnissen des vorigen Kapitels.

2.3 Diabatische und adiabatische Potentialflia-
chen

2.3.1 Kreuzung von Potentialflichen

Koénnen sich zwei Potentialflichen von adiabatischen Zustdnden gleicher Symetrie
schneiden?

Wir untersuchen ein System mit den adiabatischen Zustdnden {1,(R)}, die
parametrisch von den Kernkoordinaten abh#éngen. Dabei betrachten wir die bei-
den elektronischen Zustdnde 11 (R) und ¥4(R) und die zugehorigen Potentialflé-
chen Fi(R) und F3(R). Die Wellenfunktionen kénnen alle reell gewihlt werden.

Nun kann man aus 1y und 1, zwei zuenander orthogonale Linearkombinatio-
nen 17) 4 und 17) g bilden. Oder andersherum ausgedriickt: Man kann zwei Funktio-
nen, 17) 4und 17) 5, wihlen, die zueinander orthogonal sind und auflerdem orthogonal

11



zu allen Zustédnden {1,;,i = 3,4,...} aufler ¢»; und ¢,. +; und 1, kénnen dann
als Linearkombination von v 4 und 5 dargestellt werden.

Die beiden Potentialflichen F1(R) und Ey(R) sind dann die Eigenwerte der
Matrix®

() )

und v, und 1, die Eigenfunktionen. Die Eigenwerte erhélt man durch Lésung
der Sikulargleichung

det H=[H44(R) — E(R)][Hpp(R) — E(R)] -H35(R) =0

[(HAA - Hpp) £ Y (Has + Hpp)? — 4H s Hyp + 4H§B]

1
2
1

- [(HAA T Hpp) £ (Has — Hpp) + 4H§B]

Der Ausdruck unter der Wurzel ist immer positiv. Die Energiedifferenz zwi-

schen Fi(R) und Fy(R) ist dann

AB(R) = ¢/ (Haa(R) — Hpp(R))’ + 412 ,(R)

Damit sich F1(R) und Fy(R) nun schneiden kénnen, muf es einen Punkt R
geben, an dem AFE null ist. Weil (Haa(R) — HBB(R))2 und 4H35(R) immer

positiv sind, bedeutet das, dafl beide Summanden simultan null sein miissen:

HAA(R)—HBB<R) - 0
und Hap(R) =

Im Falle eines zweiatomigen Molekiiles hat R nur eine einzige Komponente,
ndmlich den Kern-Kern-Abstand. Da es extrem unwahrscheinlich ist, dafl es
einen Wert fiir R gibt, fiir den sowohl Ha4(R) — Hpp(R) als auch Hap(R) null
sind, wird AF(R) in diesem Fall immer positiv sein, und die Potentialflichen
schneiden sich nicht.

Fine andere Situation liegt hingegen vor, wenn R mehrere Komponenten be-
sitzt, die unabhéngig variiert werden konnen. In solchen Féllen ist es moglich,
daf es Punkte gibt, fiir die AF(R) null ist, und die Potentialflichen kénnen sich
schneiden.

®Wir gehen sozusagen vom gelsten Eigenwertproblem aus wieder ”riickwiirts”.
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2.3.2 Diabatische Darstellung

Nichtadiabatische Prozesse treten oft dann auf, wenn die Kerne schnell ihre kine-
tische Emergie dndern, beispielsweise bel Stoflexperimenten. In der Nihe von ver-
miedenen Kreuzungen wird dann der Beitrag des bisher vernachlissigten Kopp-
lungsoperators C grofl, und das System kann die Potentialflsiche wechseln.

Hier ist eine alternative Darstellung der Schrédinger-Gleichung sinnvoll, bei
der der Kopplungsoperator C diagonal ist. Im Prinzip lduft es darauf hinaus,
dafl man die adiabatische Basis einer unitidren Transformation

TR, 1) =Y Uy U (R, 1)

J

unterzieht, die C diagonalisiert. Eine solche Basis {\Ilgi“(R, r)} bezeichnet man
als diabatisch.

Leider kann C nicht direkt durch unitire Transformation diagonalisiert wer-
den, weil C keine hermitesche Matrix ist. Man kann C allerdings komplett durch
die Matrixelemente des Impulsoperators fiir die Kerne darstellen, wenn man die
Vollstandigkeit der Basis ausnutzt®. Man erhalt:

© = Y5 Z( [ g nar ) ([ v )

I
+ / lIJ§<:R'7 r)*ﬁflpfa':{? r)dr'ﬁ1‘|

- Yo
7 2m1
oder in Matrix-Schreibweise

~ 1
C= —P-P+Pp
ZQmI[ + Ppi]

Z PPy + Pypr
)

Die Matrix P ist hermitesch und kann durch unitire Transformation diagona-
lisiert werden. Weil die Wellenfunktionen alle reell gew#hlt werden kénnen und
der Operator Y p; rein imaginér ist, sind in einem solchen Fall alle Diagonalele-
mente von P gleich null. Eine Diagonalisierung von P bedeutet also, da3 P und
damit auch C verschwindet.

Die Matrix des elektronischen Hamilton-Operators wird in einer Basis, die P
diagonalisiert, im Allgemeinen natiirlich nicht mehr diagonal sein. Die Schrédinger-
Gleichung fiir die Kernbewegung lautet dann:

Ty + ZHfZ“(R)] Xi(R) = Ex;(R)

d.h. man schreibt 7 = 5-f - p und "schiebt” die Auflésung der Identitét 1 =3 |¢) (i| ein.
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Adiabatische Potentialflache

Diabatische Potentialflache

Abbildung 2.1: Adiabatisches und diabatisches Bild am Beispiel von Hy. CI
oder UHF- Wellenfunktionen licfern (gendherte) adiabatische Potentialflichen.
Restricted Konfigurationen liefern diabatische Potentialfldchen, bei denen die ver-
miedene Kreuzung durch eine tatsdchliche Kreuzung ersetzt ist. Auflerhalb des
Kreuzungsbereichs ist der Kopplungsoperator C Flein beziehungsweise H® fast
diagonal, und die Polentialflichen sind in beiden bildern identisch.

Die Diagonalelemente der Matrix des elektronischen Hamilton-Operators in-
terpretiert man nun als diabatische Potentialflichen.

Urspriinglich wurde das diabatische Bild zur Beschreibung von StoBexperi-
menten an zweiatomigen Molekiilen entworfen und anhand von MO-Schemata
entwickelt (siehe 2.1).

2.3.3 Zusammenfassung

e Die nichtadiabatischen Sichtweise geht von der Schrodinger-Gleichung fiir
die gekoppelte Elektronen- und Kernbewegung aus. FEntwickelt man die
Wellenfunktion nach einem beliebigen vollstdndigen und orthonormalen
Satz von Funktionen {U;(R,r)}, so erhélt man fiir die Kernbewegung ein
Gleichungssystem

Tp + Z Hy;(R) + Z Oji<R) x;(R) = Ex;(R)

Man beachte, daf die Bezeichnung ”diabatisch” meistens fiir eine Basis
{T;(R,r)}, die {C};} diagonalisiert, verwendet wird und nicht als Synonym
fiir "nichtadiabatisch”.
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e Stellt man die Matritzen H und C in adiabatischer Basis dar, so vereinfacht
sich das Gleichungssystem zu

7(R) ZC“d (R) = Ex;(R)

F;(R) sind die adiabatischen Potentialflichen, also die Figenwerte der
elektronischen Schrédinger-Gleichung. Aus dieser Darstellung ergeben sich

— durch Vernachldssigung der Auflerdiagonalelemente von C die Adia-
batische Naherung

— und durch generelle Vernachlissigung von C die Born-Oppenheimer-
N&aherung.

Fiir beide N#herungen ist aber wichtig, die Basis adiabatisch ist, d.h.
in beiden Naherungen werden die Eigenfunktionen des elektronischen
Hamilton-Operators berechnet.

e Fine alternative Darstellung ist in diabatischer Basis moglich; diese kann
aus der adiabatischen Basis durch unitéire Transformation erhalten werden.
In dieser Basis verschwindet der Kopplungsoperator C, und H ist nicht
mehr diagonal. Die Diagonalelemente von H sind die diabatischen Poten-
tialfldchen.

— Anstelle von vermiedenen Kreuzungen adiabatischer Potentialflichen
treten im Diabatischen Bild tatsédchliche Kreuzungen.

— Ist fiir eine Wahl von R im adiabatischen Bild C vernachléssigbar
klein, so ist im diabatischen Bild H ndherungsweise diagonal; Diaba-
tische und adiabatische Potentialflichen fallen dann zusammen.
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Teil 1

Dichtefunktionaltheorie
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Kapitel 3

Mathematische Grundlagen

Im Zentrum quantenmechanischer Vielteilchentheorien, und insbesondere der Dich-
tefunktionaltheorie, steht die Suche nach derjenigen Wellenfunktion, die die FEner-
gie des elektroneischen Grundzustands minimiert. Mathematisch bedeutet das
die Variation eines Funktionals.

3.1 Funktionale

3.1.1 Dirac-Notation

Es wird im Folgenden hiufig der Dirac-Formalismus verwendet. Dabei wird
mit zwel Sétzen verallgemeinerter Vektoren gearbeitet, den sogenannten Bra-
Vektoren {|a)} und den Ket-Vektoren {(a|}. Multiplikation von Bra-Vektor |a)
mit Ket-Vektor (b von links bedeutet die Bildung des Skalarprodukts. Im Falle
eines gewohnlichen Vektors mit abzihlbaren Komponenten ist das eine Summe
tiber alle Komponenten:

N

(alb) =) ajb; (3.1)

=1

Funktionen f(z) wie zum Beispiel quantenmechanische Wellenfunktionen kén-
nen nun als verallgemeinerte Vektoren mit nicht mehr abzihlbaren Komponenten
interpretiert werden. Dabei wird die Variable x als eine Art kontinuierlicher In-
dex aufgefasst, und die Funktion ist nun eine Rechenvorschrift, die jedem Wert
des Index x den Wert der jeweiligen Vektorkomponente f(x) zuordnet. Da aber
x kontinuierlich ist, sind die Komponenten nicht mehr abzédhlbar. Bildung des
Skalarprodukts bedeutet dann in diesem Fall nicht mehr Summation aller Kom-
ponenten sondern einen Integration:

17



(alb) = / " (i) (3.2)

3.1.2 Definition

Ein Funktional F[f] ist eine Rechenvorschrift, die einer Funktion eine Zahl zu-
ordnet!. Der Wert des Funktionals héingt somit von den Werten der Funktion an
allen Punkten ab. Die im obigen Absatz eingefiihrten Skalarproukte sind Beispiele
fiir Funktionale. Ein quantenmechanisch wichtiges Beispiel ist der Energiecerwar-
tungswert:

<wfﬂw%=/ﬁfﬁwm- (3.3)

(ol = [ wvdr (3.4)
H|ip) = El¢) multipliziere (¢
— (W|H[Y) = E @)

(W] H |v)

Ely] = NUDR (3.6)

(3.5)

3.1.3 Differential eines Funktionals:

Das Differential eines Funktionals ist derjenige Teil der Differenz F'[f+6f]— F[f],
der von 6 f linear abhéngt.

e Im Falle eines Vektors F'(f1, fs, ...) mit abzidhlbaren Komponenten gilt

OF OF OF
dF = <8_fl> dfy + <8_f2> dfy+.. =) <8fi> df; (3.7)

%

dies ist das Differential einer Funktion mit den Vektorkomponenten als
Variablen

e lline unktion kann als verallgemeinerter Vektor mit nicht abzihlbaren
Komponenten aufgefasst werden. In diesem Fall wird die Summation zur

Integration:
§F — / <%> §f (w)da (3.8)

1Zum Vergleich: Eine Funktion ordnet einer Zahl eine Zahl zu
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Der Ausdruck % wird als Funktionalableitung bezeichnet.

Bei der Auswertung von Funktionalableitungen ist folgende Rechenregel hilf-
reich: Falls F[f(z)] geschrieben werden kann als

Flf(x)] = /g(ﬂf,f,f(l),f@),---,f("))dﬂﬁ (3.9)
wobel
(n) _ d" f(z)
i = T (3.10)

die n-te Ableitung von f(x) ist, und f(z) an den Grenzen des Definitionsbereichs
verschwindet, so gilt fiir die Funktionalableitung:

OF og d og d? og , dn og
7 (57) i (57) i (a7is) =+ 0w () 00

3.1.4 Beispiele:

Die Beispiele entstammen der Dichtefunktionaltheorie. Dabei werden die quan-
tenmechanischen Observablen als Funktionale der Dichte p formuliert.

e Kinetische Energie im Thomas-Fermi-Modell:

Trelp] = Cr - / 15 (x)dr (3.12)

pS/3=g, p=f

die Ableitungen von p=f sind konstant bzw. verschwinden, so dafl bei
Anwendung von Formel 3.11 iibrig bleibt:

bg 5p>* 5 2/3
= == 3.13
§Trrlp] 5 2/3
Lt R e 14
L~ Cregt (314

e Austauschterm bei Thomas-Fermi-Dirac: vollig analog

Kplp] = Cx- / A3 (x)dr (3.15)
6[22[/)] _ CX'%[)I/3(F) (316>
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e Coulomb-Term in Abhéngigkeit von p:

Tl = / / ’rm’ PEDPED) 1o, (3.17)

G _ L[y dole) L[l dote
(5/) ’1'12’d \<,—)/+ ’I‘n’dl \6_\2)/ (3‘18>

Man beachte, dafl die Integrationsvariablen Dummy-Variablen sind, die um-
benannt werden konnen, solange die Integration jeweils tiber den gleichen

Bereich geht. AuBlerdem ist |rip| = |re|, also erhdlt man:
3.19
- (3.19)
3.1.5 Rechenregeln fiir Funktionalableitungen:
1. Summenregel (Linearitéit), C ist ein Skalar:
Lo+ oy = 20,0l (3.20)
g7\t 2’9 57 257 .
2. Produktregel
6 OF, OFy
—(F - F F F—= 21
5 f< L 1) = Fy—— 57 Ty (3.21)
3. Kettenregel
SF / SF bg(z') |
— = dx 3.22
570~ @) 8@ 52

3.1.6 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Um Extremwerte von Funktionen oder Funktionalen zu bestimmen, bei denen dei
Variablen gewissen Nebenbedingungen unterliegen, verwendet man die Lagrange-
Methode der unbestimmten Multiplikatoren. Beispiel:

f(z,y,2) =3z + 49> + 5(2 — 2)?
Nebenbedingung: ¢g(z,y) =z —y+1=0 (3.23)
Gesucht: Extremwerte von f(x,vy, 2)

In diesem einfachen Beispiel kénnte man die Extremwerte auch durch Elimi-
nierung von z.B. x erhalten:

e g nach x aufgelsst: © =y — 1, einsetzen: f =3(y — 1) + 4y* + 5(z — 2)?
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o Die FExtrema erhilt man dann durch Ableiten:

0 3
8—]; = 3+8y = 0 und folglich: y = 3 (3.24)
af ! .
5 = 10z — 20 = 0 und folglich: z =2 (3.25)
z
e Wert von ¥y in g eingesetzt: x = —%

Falls nun eine Eliminierung zu aufwendig ist, beispielsweise weil viele Varia-
blen und viele gekoppelte Nebenbedingungen vorliegen, so mufl man die Methode
der Lagrange-Multiplikatoren anwenden. Dazu bildet man das Differential von
f, und am Extremwert gilt dann, daf

df:<g£>d +<g‘§>d +<g£>d =0 (3.26)

Da das fiir beliebige dx, dy und dz gelten mufi, ist df genau dann null, wenn die
partiellen Ableitungen null sind, d.h.:

B--@)- e

Im allgemeinen sind diese Terme aber wiederum Funktionen von z, y und z.
Man muf3 also aus all den moglichen (zyz)-Kombinationen diejenigen auswihlen,
die gleichzeitig die Nebenbedingung erfiillen.

Wenn man die Nebenbedingung in der Form g = 0 formuliert, so gilt weiterhin:

d(f +Ag) =d(f+0) =df =0 (3.28)

Dabei ist A ein unbestimmter Multiplikator. Obiges Differential lautet ausge-
schrieben:

s, s, s,
d(f+Xg) = la_i_l—)\@a:} dx + [a—i—l—)\ay] dy + [3_f+)\8z1d

= 0 (3.29)

Dieser Ausdruck ist wiederum null, wenn die Terme in den eckigen Klammern
null sind, es mufl also gelten:

[of B
ax+Aaa:_ = 0 (3.30)
of \09] _
Erhi ay_ -0 (3.31)
E B
5t 8z -0 (3.32)
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Nun bestimmt man A und setzt es in die Gleichungen ein. In unserem Beispiel
berechnet man also

lg+)\@1:3—)\-1: A=

eingesetzt:

of dg| 8
[ay—l-)\ay] = 8y—3-1 Yy = 5
af 9y B
laz—l-)\az} 102 —204+3-0 —2=2

Dieses Verfahren lafit sich auch bei Funktionen mit n Gleichungen und n Ne-
benbedingungen g1, go, ..., g, = 0 anwenden, das zu untersuchende Differential ist
dann

d[f + Ag1 + Aaga + . + Augn] =0

3.2 Herleitung der Hartree-Fock-(Gleichungen

Im Folgenden werden (Hartree-) atomare Einheiten verwendet, dabei werden 7,
die Flektronenmasse, die Elementarladung und der Bohrsche Radius gleich eins
gesetzt. Fiir die Energieeinheit gilt dann:

1 Hartree = 27,211eV

Die Hartree-Fock-Gleichungensind den Kohn-Sham-Gleichungen der Dichte-
funktionaltheorie formal sehr &hnlich. Um die Struktur der Kohn-Sham-Gleichungen
verstindlich zu machen, werden im ersten Schritt zun#chst die Hartree-Fock-
Gleichungen hergeleitet.

3.2.1 Energieerwartungswert bei Hartree-Fock

Ansatz beim Hartree-Fock-Verfahren: Man verwendet den exakten elektronischen
Hamilton-Operator:

M= S YV -

i g Y

H = —%Zv%z:vm)—%zzi (3.33)

/]"..
it Y
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Da r;; = r;; ist, kann der Zweielektronenteil auch symmetrisch formuliert werden.
Als Wellenfunktion wird eine einzelne Slaterdeterminante

(1) i(2) . (V)
\IJHF — QL 1/}2<1) 1/}2<2) 1/}2<N) (334>
Un(l) (2 - N (N)
angesetzt. Fine Slaterdeterminante ist das antisymmetrisierte Produkt von Ein-
elektronenfunktionen, die in diesem Fall orthonormiert gewiihlt werden.

Sie ist die exakte Eigenfunktion fiir ein System von nicht wechselwirkenden
Fermionen, d.h. sie beriicksichtigt das Pauli-Prinzip, aber die Teilchen werden
als voneinander unabhéngig betrachtet. Der Fehler, der auftritt, wenn wie bei
Hartree-Fock-Verfahren ein System aus wechselwirkenden Fermionen mit einer
solchen Funktion beschrieben wird, schligt sich im Fehlen der sogenannten Kor-
relationsenergie nieder.

Der Energieerwartungswert in Hartree-Fock-Theorie ist gegeben als:

BT = (@7 o | @) (3.35)

3.2.2 Exkurs: Niheres zu Slaterdeterminanten

Es soll nun dieser Energieerwartungswert als Funktional der Spinorbitale ange-
geben werden. Weil ‘H aus Termen besteht, die auf ein und auf zwei Elektronen
wirken, geniigt es, die Matrixelemente (det ()| O |det(¢/)) mit O: Ein- oder Zwei-
elektronenoperator ndher zu betracheten.

Fine Determinante

[#1(1),15(2), .., oy (V)]

ist eine Summe von Produkten des Typs

1/’1<1> ’ 1/’2<2> Tt ¢N(N)

Bei jedem Summanden 148t man die Reichenfolge der 1, gleich, und die Elek-
tronen (j) werden permutiert (vertauscht). Ist die Anzahl an Vertauschungen
verglichen mit der obigen Ausgangssituation® gerade, erhilt der Summand ein
positives Vorzeichen; ist sie ungerade, so erhélt der Summand ein negatives.
Insgesamt gibt es N! Permutationen, also auch N! Summanden. FEinfachstes
Beispiel: Determinante einer 2 x 2-Matrix. Es gibt genau zwei Permutationen,
némlich eine mit null und eine mit einer Vertauschung:

(1) ¥4 (2)

¥y(1) 1,(2) ‘ =hiWa(2) = @) (3.36)
Identitdt —+ einzelne Vertauschung ——

?Manchmal auch als ”kanonische Reihenfolge” bezeichnet.
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Man erkennt, auf welche Weise das Pauli-Antisymmetrieprinzip gewihrlei-
stet wird: Formuliert man eine Slaterdeterminante mit einem vertauschten Paar
Elektronen, so unterscheidet sie sich durch das Vorzeichen.

Fine Slaterdeterminante mit zwel oder mehr gleichen Orbitalen, also gleichen
Zeilen ist null. Denn einerseits mufl sich bei Vertauschung der betreffenden Zeilen
das Vorzeichen #ndern, andererseits ist das aber das Resultat mit der Ausgangs-
situation identisch, da ja die Zeilen gleich sind. Dies ist nur moglich, wenn die
Determinante null ist.

Normierung der Slaterdeterminante

Zu untersuchen ist das Integral <\IJHF]\IJHF> = 1/N! - (det(y))| det(z))). Dabei

handelt es letztendlich um eine Summe von Produkten von Uberlappmatrixele-
menten, mit insgesamt N!. N! Summanden:

ST @ ()] (a5 oo (W (B)] - [0y (1)) g () .. [ty ()
ST (W, (WD) - (W (2)10,(2)) - oo. - (W, ()]0, (n))
= > Sy Sps e S (3.37)

(det (1)) det (1))

Da aber die Orbitale® orthonormal gewiiht wurden, verschwinden alle Summan-
den, die AuBlerdiagonalelemente enthalten, und iibrig bleiben nur solche der Art

N

H (Wslv;) =1

=1

Diese Summanden unterscheiden sich lediglich in der Benennung ihrer Integrati-
onsvariablen. Es existieren insgesamt N! solche Summanden, entsprechend den
N! méglichen Permutationen der Variablen, und alle haben den Betrag 1. Insge-

samt hat dann (det(v)| det(¢))) den Betrag N! und

(UAF|EHTY = 1/N1- Nt =1

Einelektronenintegrale

Als nichstes soll

(U3 [T = 37 et s det (1)

betrachtet werden. Dabei ist h; ein Operator, der nur auf die Koordinaten des
i-ten Flektrons wirkt. In unserem Beispiel ist es der Operator fiir die kinetische

3aus genau diesem Grund...
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Energie des Elektrone und die potentielle Energie im Feld der Kerne:

~

1

Fiir die Integrale (det(v))] h; |det(3)) erhélt man eine Summe von Produkten
aus Uberlapp-Matrixelementen und jeweils einem Matrixelement von h;:

(det(10)] hi |det(v)) = > (@[} - (1) « oo (W (0)] s [124)) - ... (0|0

Und wieder sind alle Summanden, die AuBerdiagonalelemente der Uberlapp-
Matrix enthalten, null, d.h. in allen Faktoren (¢'|¢)) eines Summanden muf}
fiir die Paare ', 1) gelten, daf3 ¢/ = 1. Da dann fiir das Matrixelement von h;
noch genau ein Paar ¢/(i), ¥ (i) tibrig bleibt, ist hier ebenfalls ¢ = ).

Es existieren insgesamt (N — 1)! Summanden, die sich in der Benennung der
Integrationsvariablen der (N — 1) Matrixelemente (1/|¢)) unterscheiden, und man
erhalt:

(det(e)| hs|det(v)) = (N =1)1Y {uy ()] b [ (i)

k

> (det(¥)] hy|det(v)) = N- (N~ 1)‘Z< Ve (1)) [ (1))

%

= N'Z (Y (1 ’h1’¢k 1))
(W3 he |0 = S 0 (1)

k

Zweielektronenintegrale

Bei den Integralen (det(w))] % |det(2))) gilt dieselbe Argumentation. Allerdings

enthalten hier die Produkte nur (N —2) Faktoren (1/|¢)) und es bleiben insgesamt
zwel Paare von Funktionen iibrig, die im Folgenden /(i) (i), ¥'(j) und ¥(j)

bezeichnet werden. Es gibt dabei nun folgende Kombinationen:
L o' (i) = (i) = ¢, und ¥'(§) = ¢¥(j) = ¥, ” Coulomb-Integral”
. Ny L . .
(g (D) (4)] — | (£ (5))
ij
2. Y1) = ¥(j) = ¢, und ¥'(j) = ¥(i) = ¢, ” Austausch-Integral”

W (D,0)] i (i) (7))
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Bei der ersten Paarung liegen im Bra und im Ket-Vektor jeweils gleiche Per-
mutationen vor (d.h. beide Male gerade oder ungerade), solche Summanden
erhalten daher ein positives Vorzeichen. Die zweite Paarung unterscheidet sich
von der ersten um eine einzige Permutation im Ket-Vektor (d.h. gerade, unge-
rade oder ungerade, gerade). Deshalb haben solche Summanden ein negatives
Vorzeichen. Insgesamt erhélt man dann:

(et ldee() = (8 =2 S 0000 2= s )

K EI>k

- ()] rwxz‘)wku»}
@HF\Z% VY = 3 (et ()] — [det(w))

= N = 1) (det(0)] = e ()
= 3 {0l = )

- OIS )

Dieser Ausdruck a8t sich in eine einfacher zu handhabende Form bringen,
indem man die Summationseinschrinkungen beseitigt:

e Man formuliert die Doppelsumme symmetrisch, das ist moglich, weil der
Operator symmetrisch beziiglich der Elektronenkoordinaten ist (115 = r91)

e Man addiert noch die sogenannte ”Selbstwechselwirkung”, die trivialerweis
null ist

5 WD) 2= WD) — 5 D8] [ (1)(2) =0

e Insgesamt ergibt sich dann

(@ ) = 35S { @m0 )

ZJ>Z k=1 I=1

~ ) rwl<1>wk<2>>}
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Energieausdruck

Also erhilt man fiir den Energieerwartungswert:

= b + 53D {0, @ - @)

— ()] 2 [, )}

mit:

hli,(1)) core-Integral
L ‘ Yy (1);(2) > Coulomb-Integral
(1)

3.2.3 Funktionalvariation

Gesucht ist nun das Minimum des oben angegebenen Energieausdrucks. Neben-
bedingung ist die Orthonormierung der Orbitale, d.h. Eij <<1/)Z]1/)J> — (5Z-j> = 0.

Man wendet nun das Verfahren der unbestimmten Multiplikatoren an:

L = Burlt] =) e ((¢ilv;) - 65)

1%

Egr[y] — Z <<1/’ W’ > - ) z]

:Z/

0L = 0 muB fiir beliebige Variationen 61/) und o0, gelten, was genau dann der
Fall ist, wenn alle Funktlonalableltungen 7 L und M = 0 sind*. Das sin die soge-
nannten Fuler-Lagrange-Gleichungen. Bel Berechnung der Ableitungen miissen
gegebenenfalls die Summationsindices und Integrationsvariablen umbenannt wer-

oL = 6

61/)dx—0

51/}

4Genaugenommen ist das nur Voraussetzung fiir einen stationsiren Punkt, also Minimum,
Sattelpunkt oder Maximum.
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den, also

6 |1 1
P [5Z/1/%(X1)1/)Z“(X2)T—121/)k(X1)¢1(X2)dX1dX2]
k¢ k,l

-k

o 1 . 1
- W(Xﬁ IE;/¢R<X1)¢Z (XQ)T—mdik(Xl)wl(XQ)dxldXQ]

6
61/) ( [ 2/1/}’“ x1)v; XQ) ¢k(xl)¢ <X2)dX1dX2]

9 zl:/1/}?()(2)7~_121/}l<x2)dx2 ~h(x1) + 3 ;/¢Z(X1)T_121/’k<xl)dxl - 1hs(x2)
1 . 1
= 2 9 zj:/dg <X2>T_127~/}j<x2)dX2 . wi(xl)

fiir den Coulomb-Term und ebenso auch fiir den Austausch Term, wodurch sich

ein Vorfaktor von 2 - % = 1 ergibt.’. M lautet dann
also:
oL
= d ,
- b (5 fdop)o
+ (Z/¢;(X2)T—m¢i(x2)d><2> (1) = Oby(x1)
J J
= 0

oder

(1) (Z/d) Xa) — X2)dx2> (Z/dj Xp) — X2)dx2> ;(x1)
Zejﬂ/)j X

Man erhélt einen Satz von Gleichungen, die Hartree-Fock-Gleichungen. Nun
definiert man noch die Operatoren

Trx) = [ w56)=v, Gl i (x)
Kii(x1) = /1/) X2 Y (X2)dXs - 15(x1)
/= ——V2+V +Z$+Z/€

*Hitte man die die Doppelsumme im Energicerwartungswert unsymmetrisch und ohne
Selbstwechselwirkung formuliert, so lieBe sich das Problem nich in diese enfache Form fassen.
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J; bezeichnet man dabei als Coulomb-Operator, K; als Austausch-Operator

und f als Fock-Operator. Damit lassen sich die Hartree-Fock-Gleichungen schrei-
ben als

fi(x1) = Z 05inb;(x1)

3.2.4 Kanonische Hartree-Fock-Gleichungen
Hermitizitiat der Lagrange-Multiplikatoren

Die Matrix @ der Lagrange-Multiplikatoren ist hermitesch, was sich folgenderma-
Ben zeigen 14Bt: Als Ergebnis der Ableitung nach 7 hat man das Gleichungssy-
stem

Flo) =3 0alw,) 339

erhalten, und als FErgebnis der Ableitung nach 1, entsprechend das Gleichungs-
system

(| f = Z 0i; (5| (3.39)

Man beachte, daf die Variationen 6¢; und 61, linear unabhéngig sind, und des-
halb die beiden Gleichungssysteme unabhiingig gelten miissen. Weiterhin fAllt
auf, dafl im zweiten Gleichungssystem (3.39) bei 6,; die Indices vertauscht sind.
Das rithrt daher, weil bei der Nebenbedingung die Summationsindices umbenannt
werden mufiten, um nach v, ableiten zu kénnen:

S (i) = 6i5) 05 = > ((wbylb) — 654) 035 (3.40)

o
50, Z (Cjlibs) = 655) 035 = Zgij (5] (3.41)

Subtrahiert man nun das komplex konjugierte Gleichungssystem (3.39) von

(3.38), so erhélt man
> Oilvs) = D0
J J

0 = 03

¥;)

Dies bedeutet, dafl die Matrix der Lagrange-Multiplikatoren hermitesch ist.
Wegen

0; = <1/}j JEW’) (3.42)
0;i— 03 = (| [ = [lws) =0 (3.43)
0



ist das auch automatisch der Fall, aus diesem Grund geniigt es auch, bei der
Minimierung nur die Ableitung nach ] bei zu berticksichtigen.
Diagonalisierung

Fiir jede hermitesche Matrix gibt es nun eine unitire Transformation, die diese
Matrix diagonalisiert®. Um das zu zeigen, betrachtet man das Eigenwertproblem

Dabei ist A eine n x n-Matrix, A; sind die FEigenwerte und u; die Eigenvektoren.
Es gibt insgesamt n Eigenwerte und n linear unabhéngige Eigenvektoren, weshalb
man das Figenwertproblem auch formulieren kann als

AU = UA (3.45)

U ist die Matrix der Eigenvektoren

U111 U192 ... Uln
U1 U9y ... U9,

U = (uy,uy,...,u,) = ) o ) (3.46)
Up1  Up2 Unn

und A die diagonale Matrix der Eigenwerte

A O ... 0
0 A ... O

A= T (3.47)
0 0 ... A\

Da die Figenvektoren linear unabhéngig sind, ist die Matrix U regulér und besitzt
eine Inverse U1, Multipliziert man das Eigenwertproblem mit dieser Matrix, so
erhilt man

U AU =U 'UA = A (3.48)

1

Das entspricht einer Ahnlichkeitstransformation, die die Matrix A diagonalisiert.

Falls nun die Matrix A hermitesch ist, dann sind die Eigenvektoren u; or-
thogonal oder kdnnen zumindest orthogonal gew#hlt werden, und die von ihnen
gebildete Matrix ist somit unitér. Die Inverse einer unitdren Matrix ist deren

8Siehe z.B. auch Zachmann, Mathematik fiir Chemiker, VCH
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komplex Transponierte’

U! = U=

U'U = UU' =1

(3.49)

(3.50)

Die Hermitesche Matrix wird dann durch die unitire Ahnlichkeitstransforma-

tion

UTAU = UAU" = A

diagonalisiert, wobei die unitidre Transformationsmatrix aus den Eigenvektoren

von A besteht.

Anwendung auf die Hartree-Fock-Gleichungen

Die von den Lagrange-Multiplikatoren gebildete Matrix 6 soll durch eine unitére

Transformation diagonalisiert werden:

€1 0 0

€ 0

VU = ¢ = ? .
0 0 €n

Dazu schreibt man die Hartree-Fock-Gleichungen in Matrix-Form als
fip = 0y
mit
Yy
po| "
U

Multipliziert man von links mit U und schiebt zweimal UTU = 1 ein, dann

erhilt man

Ufy = Uby
UfU'Uy = UOU Uy
N e~ ~ N

f, w/ & w/

f/,(p/ _ Ew/

7

kennzeichnet.
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Das ist eine neues Gleichungssystem mit transformierten Orbitalen

Y = Uy
1/}; = Z,L/}jUji

und transformiertem Fock-Operator
f =usuf

Der Fock-Operator ist jedoch invariant beziiglich der unitédren Transformation.
Um das zu zeigen setzt man die transformierten Orbitale 1/); = > . Ug; und
Y = Zz(U);ﬂ/’; ein und verwendet, da UUT = 1 ist, man erhélt dann

f'=r

Es ist also moglich, die Matrix der Lagrange-Multiplikatoren zu diagonali-
sieren, und man erhilt ein neues Gleichungssystem mit transformierten Orbita-
len 1, aber gleichem Fock-Operator. Das sind die kanonischen Hartree-Fock-

29

Gleichungen:
J = e

Die kanonischen Hartree-Fock-Gleichungen haben die Form eines (Pseudo-
)Eigenwertproblems, und die Eigenwerte ¢; knnen als Orbitalenergien interpre-
tiert werden. Es handelt es sich allerdings nicht um ein gewthnliches Figenwert-
problem, da der Fock-Operator selbst wieder von den Eigenfunktionen abhéngt.
Derartige Probleme 18st man in der Praxis iterativ, d.h. man konstruiert zun#chst
einen Fock-Operator aus gendherten Figenfunktionen und 16st dessen Figenwert-
problem. Mit den dadurch erhaltenen Eigenfunktionen konstruiert man dann
wieder einen neuen Fock-Operator, usw. Das wiederholt man bis zur Selbstkon-

sistenz®.

3.3 Herleitung der Kohn—Sham-Gleichungen

Die Herleitung der Kohn—Sham-Gleichungen verlduft wie im Hartree-Fock-Fall
duch Funktionalvariation, allerdings lautet der Energieausdruck anders:

Brs = ) v <—§v2> REEEDY [ @V
DY [ [ i@ =t s

+lxe

8..die aber im allgemeinen nicht garantiert werden kann.
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Auflerdem formuliert man den Energieausdruck soweit moglich als Funktional

der Dichte

Pl = - [ i@ (~59") vz + [ otervy

+ / / %dmrw@m]

Die Dichte p ist dabei definiert als

=3 [ vt

wobel 7 die Orts- und w die Spinkoordinaten sind. Der Energieausdruck enthélt
die kinetische und potentielle Energie von N nicht wechselwirkenden Elektronen,
beschrieben durch die ersten beiden Terme. Die néchsten beiden Terme beschrei-
ben nun die Wechselwirkung: der dritte Term gibt die Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den Elektronen an, und der letzte Term® enthilt per Definition alle Ef-
fekte, die durch die bisherigen Terme nicht abgedeckt sind. Speziell sind das der
Austausch, die Elektronenkorrelation sowie einen Korrekturterm zur Kinetischen
Energie'’.

Dieser Energieausdruck soll nun ebenfalls minimiert werden, Nebenbedingung
ist wiederum die Orthonormierung der Orbitale. Das zu minimierende Funktional
lautet dann

£ o= Brslp,y) =) ((wiley) = 64)

1%

Brslp, ] — Z ((bsl;) = 645) Ejz‘]

:Z/

FEs miissen nun wieder die Funktionalableitungen

oL = 6

—51/) dx = 0

3 wc* und M = 0 sein. Hier

ist allerdings fiir die Terme, die als Funktion der Dichte formuhert sind, die
Kettenregel anzuweden:

8Elp] _ [ Ll Sp(r)
i = | o
p) s o
IR

9Exc[p) ist das Austausch-Korrelations-Funktional

19d.h. den Unterschied zwischen der im ersten Term angegebenen kinetischen Energie der
nicht wechselwirkenden Elektronen und der echten kinetischen Energie. Néheres in folgendem
Kapitel
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wobel mit [ f(2/)é6(z — 2/)dx’ = f(z) folgt:

Damit ergibt sich aus der Funktionalvariation
6L 1 9 p(r’) f (SEXC
o= =z , , PN vl .
S 50 V00 + [ L + S )
- Z €50 ;(x)
J

= 0

Die Matrix der €;; ist wieder hermitesch und kann durch eine unitére Transfor-
mation diagonalisiert werden. Weiterhin fithrt man noch folgende Abkiirzungen
eln:

oK
6XC = Vxe(r) Austausch-Korrelations-Potential
p
Verr = /’ dr + Vxe(r) effektives Potential

Auf diese Weise erhilt man dann die Kohn-Sham-Gleichungen:

574 Va9 =
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Kapitel 4

Physikalischer Hintergrund

4.1 Friihe Ansatze

4.1.1 Thomas-Fermi-Theorie
Ansatz (Thomas, Fermi, 1927):

Das elektronische Vielteilchenproblem soll durch die Elektronendichte p(r), die
nur von r = (z,y, z) abhéngt, beschrieben werden und nicht durch die komplexere
Wellenfunktion ¢(z1, Za, ..., Zn)-

Betrachtet wird zunéchst den Fall des homogenen Elektronengases. Die Elek-
tronen seien gleichméfig im Raum verteilt, Elektron-Elektron-Wechselwirkung
wird zunéchst ignoriert.

Der Raum wird nun unterteilt in wiirfelfiirmige Zellen, die mit Hilfe eines
" Teilchen-im-Kasten”-Modells beschrieben werden kénnen. Die Zellen haben fol-
gende Eigenschaften:

Kantenlénge: l

Volumen: AV =13
Elektronen pro Zelle: AN
Elektronendichte: p=AN/AV

Fiir die erlaubten Energieniveaus gilt (Teilchen im Kasten):

h2
€<n$7 ny7 TLZ) = 8ml2 (n?c + n?/ + nz)
Oder:
h2
(B = gt

mit B = {/n2+n2+n2
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Abbildung 4.1: Auftragung von (ny, ny,,n,) in einem kartesischen Koordinaten-

system. Jeder Punkt mit Ortsvektor R= (ng,my,n,) entspricht einem Zustand.
Zustinde gleicher FEnergie liegen auf einer (Achtel-) Kugelschale.

Wenn man n, ,n, und n, an den Achsen eines kartesischen Koordinatensy-
stems auftrigt, so gibt R den Abstand einer bestimmten Kombination (n,,n,,n,)
vom Ursprung an. Punkte mit gleichem Wert fiir R entsprechen (ny,n,,n,)-
Kombinationen mit gleicher Energie. Strenggenommen mufl R? ganzzahlig sein,
ftir groe Quantenzahlen kann man jedoch R? als kontinuierlich betrachten.

Die Anzahl der Energieniveaus bis zu einer bestimmten Energie ¢(¢€) entspricht
dann dem Volumen einer Achtelkugel mit Radius R:

dle) m gom

Mit Hilfe des Energieausdrucks i3t sich

smi2 \ V2
n= (%)

gmiz \*?
o0 =5 ()

Die Zustandsdichte ist die Anzahl der Niveaus mit einer gegebenen Energie €.
Nimmt man die beteiligten Groflen wieder als kontinuierlich an, so ist sie gegeben

eliminieren, und man erhilt:
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als

dg(e)  dm (sm>\*? |,
9= a1\ )

Die Anzahl der Niveaus, die zwischen den Energien € und € + de liegen, ist
dann g(¢)de.

Energie pro Kasten als Funktion von g(¢)

Mit der Zustandsdichte kann man jetzt die Anzahl der Elektronen in einem Ka-
sten, sowie deren Gesamtenergie fiir den Grundzustand berechnen. Bei T" = 0K
sind alle Niveaus bis zu einem bestimmten Niveau €p, der sogenannten Fermi-
Energie, mit jeweils zweil Elektronen besetzt. Folglich ist die Anzahl der Elek-
tronen einfach die zweimal Summe iiber alle besetzten Zustéinde. Oder, falls die
Anzahl der besetzten Zustidnde sehr grof3 ist und als kontinuierlich betrachtet
werden kann:

AN = 2 /0 g(€)de

fir a,8 R

Niveaus mit e<ep

v 7 (8mi*\*’ L
— Z /2
AN = 2/0 1 < 2 > €’/ de

3/2 €
(8PN 2 g
4 h? 3

0

Die Gesamtenergie dieser Elektronen erhilt man als zweimal die Summe {iber
alle besetzten Zustdnde multipliziert mit der jeweiligen Zustandsenergie, bezie-
hungsweise als

AE = 2/ ¢-gle)de
0




Die mittlere Energie pro Elektron ist dann

AE 3

—_— = —c
AN 57
Als néchstes kann man nun €y eliminieren, indem man den Ausdruck fiir AN
nach er auflost und in den Energicausdruck einsetzt:

2\ 3/2
s _ 3 (D7 lAN
r S <2m> 3

E5/2 _ i o h_2 5/21AN5/3
F S 2m 5

und eingesetzt
3(3

3/2
AE = - — — .= .AN®B
5\ 87

Diese Energie soll nun als Funktion der Elektronendichte p = AN/AV ange-
geben werden. Dazu erweitert man mit % / 15 und erhlt

AR 3R/ 3\? 1% [/AN\?
T om\sr) 2 \pB
o —

S

AV P
9 3/2
— ih_ i AVp5/3
10m \ 87
Dividiert man durch AV, so erhélt man einen Ausdruck fiir die Energie pro
Kastenvonumen:
3/2
Ap_ 33N
AV 10m \ 87
= Cp-p°?®
3h2 3\
it Cp = —— | =—
PR T0m <87T>

= 2,871 in atomaren Finheiten

Das ist eine Energiedichte in Abh#ingigkeit von der Elektronendichte. Fiir den
Grenzfall, da3 AV gegen null geht, sind die Dichten gegeben als

Elektronendichte 4 = p

av
Energiedichte %
und man erhilt
dll
O3
av — orP

3
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Abbildung 4.2: Lokale-Dichte-Niherung: Man unterteilt das System in viele Kd-
sten, die mit unterschiedlichen Mengen von homogenem Elektronengas ”qgefillt”
sind, und laft die Ausdehnung der Kdasten gegen null gehen. Niveauabfolge und
Entartungsgrad nur angedeutet.

Energie im Gesamtsystem

Fa fiir das homogene Elektronengas kein dufleres Potential und auch keine Elektron-
Elektron-Wechselwirkung angesetzt wurde (V' = 0), ist die Gesamtenergie des
Systems gleich der kinetischen Energie. Man erhilt sie formal durch Summation
der Energiebeitriage aller Kdsten. Im Grenzfall, daffl AV gegen null geht, bedeutet
das:

dE
E= /de = C’F/p5/3dV = Trr

Lokale-Dichte-Niherung

Das homogene Elektronengas 143t sich exakt beschreiben. Von gréBerem Interese
ist aber das inhomogene Elektronengas, wie es in molekularen Systemen vorliegt.
Der Ubergang zum Inhomogenen Elektronengas geschieht mit Hilfe der Lokalen-
Dichte-Ngherung (local density approximation, LDA)

Beim homogenen Elektronengas ist die Dichte konstant, d.h. die einzelnen
Kisten im Thomas-Fermi-Modell enthalten alle gleich viele Elektronen. Zur Be-
schreibung des inhomogenen FElektronengases erlaubt man den Késten, verschie-
den viele Elektronen zu enthalten; in jedem einzelnen Kasten ist ist jedoch das
Elektronengas homogen. Fiir den Fall des Grenziibergangs AV gegen null be-
deutet das, daf p jetzt eine Funktion des Ortes ist und keine Konstante mehr.
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Atome in Thomas-Fermi-Theorie

Die Gesamtenergie eines Atomes ist gegeben als Summe der kinetischen Energie
und der potentiellen Energie der Elektron-Kern-Anziehung und der Elektron-
Elektron-Abstoflung. In Thomas-Fermi-Theorie bedeutet das

Errlp]l = Trrlp] + Vex|p] + Veelp]
- C’F/p(r)5/3dr+/p(r)v(r)dr—I—%//%drdr’

Gesucht ist nun diejenige Dichte p(r), fiir die die Energie minimal wird. Gleich-
zeitig muB p(r) integriert iiber das Volumen die Anzahl der Elektronen ergeben'.
Man sucht also das Minimum von Erp[p] unter der Nebenbedingung daf3

/p(r)dr =N
Also:

L = E&AM—+@F</p@Mr—A§

oL = /6—£6pdr 20
op
Fuler-Lagrange-Gleichung:
0L SIIRCY: 1 p(r')
(S_p = Cng(I') / +U<I‘)+2'§/Wdr/—MTF
= 0
5 p(r')
um==§ﬁﬂﬂm+wﬂ+/pfﬂ“’

Der Lagrange-Multiplikator ppp wird als chemisches Potential bezeichnet. FEr
kann interpretiert werden als Negatives der Elektronegativitit des betrachteten
Atoms (nach Pauling oder Mullikan).
Eigenschaften der Lésungen

e p(r) divergiert am Kern (p — oo fiir r — 0)

e Keine Schalenstruktur der Dichte

e Negative Ionen sind nicht stabil

e Non-Binding-Theorem (Teller, 1962): Alle molekularen Systeme sind nach
Thomas-Fermi-Theorie instabil gegeniiber dem Zerfall in Atome. Damit ist
das Thomas-Fermi-Modell zur Beschreibung von Molekiilen ungeeignet.

'Tn der Sprache des TF-Modells: die Summe der Elektronen in allen Kiisten muB die Anzahl
der Elektronen im Gesamtsystem sein.
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4.1.2 Thomas-Fermi-Dirac-Theorie
Ansatz (Dirac, 1930)

Bessere Beschreibung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch Hinzufiigen
eines Austausch-Terms. Der Beitrag der Austauschenergie des homogenen Elek-
tronengases in Abhéngigkeit von der Dichte betrigt gemil3 einer dhnlichen Her-
leitung wie fiir den Anteil der kinetischen Energie

Kol) = Cx [ oty

1
3
mit Cy = z <§> = 0,738 1in a.u.

e

Der Energieausdruck fiir atomare Systeme ist dann

Errplpl = Errlp]l — Kplp]

= Cr / p(r)?3dr+ / p(r)v(r)dr

und man erhilt fiir das chemische Potential nach Thomas-Fermi-Dirac-Theorie
dementsprechend

5 4 1
Hrpp = gCFP< 2/3+U _chpé@)

= Hrp— gC’ng(r)
Eigenschaften der Lésungen
Qualitativ dhnlich zu Thomas-Fermi:

e p(r) divergiert am Kernort
e Ebenfalls keine Schalenstruktur der Dichte
e Negative Ionen sind ebenfalls nicht stabil

e Non-Binding-Theorem giiltig
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4.1.3 Thomas-Fermi-Dirac-Weizsicker-Theorie

Verbesserung durch Einfithrung einer Gradientenkorrektur Ty fiir die kinetische
Fnergie, die mit einem Parameter A\ gewichtet ist:

1 (Vp-Vp 1 [|Vp(r)
Tlp] = ~ [ Y2 Veg L [V,
wl 8/ P 8/ o)
ETFD*)\W = ETFT - )\TW

Vp ist der Gradient der Dichte. Ableitung von Tw [p]:

8w _ 1lo, el (1), 16 o, .
& 8 l]Vp() 8p <p>+p5p (Ve vp)l
B O 73 O )]
8 p? p

Also folgt fiir das chemische Potential dementsprechend

5 A Ivem)? | [9R)]
- = —Cpp(r)?P -2 |- +2

Hrrp—xw 3 FP( ) S [ P2 P

r/

+u(r) —I—/ ’:<_ I)_/’dr’ _ %C’Xp%(r)

Ve, 2\%@\]

A
= HWrpp — g 2 )

Eigenschaften der Lésungen

e p(r) bleibt am Kernort endlich
e Nach wie vor keine Schalenstruktur der Dichte

e Keine negativen Ionen

Non-Binding-Theorem gilt nicht mehr

Bei geeigneter Wahl von A quantitativ bessere Frgebnisse
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p(r)

. (3Shekn)
== DLW

1

TD.W

Abbildung 4.3: Auftragung von p(r) gegen r fir Argon (nach Parr, Yang)

Vergleich von TF, TFD und TFDW

Gesamtenergien fiir Atome in Hartree-Atomaren Finheiten (1Hartree = 27.211eV =
627kcal /mol)*

| TF TFD  TFD(1/5W TFDW | HF experimentell
Ne | -163,61 -176,30 -128,83 -86,43 | -128,55 -128,93
Ar | -657,72 -680,70 -524,01 -378,51 | -526,82  -527,60

Hohere Gradientenkorrekturen sowie Korrekturen zum Austauschterm brin-
gen keine wesentlichen Verbesserungen.

4.1.4 Hartree-Fock-Slater-Verfahren (X,-Methode)
Ansatz (Slater, 1951)

e Bei Hartree-Fock: Gute Beschreibung der kinetischen Energie der Elek-
tronen ( Y, (1] — %VQ lv,) ), aber aufwendig zu berechender nichtlokaler

Austausch

e Bei TED: Schlechte Beschreibung der kinetischen Energie ( Cr [ p?Pdv ),

aber einfach zu berechnender lokaler Austausch

e Idee: verwende Kinetische Energie von Hartree-Fock und den Austausch-
term des homogenen Elektronengases.

2nach Parr, Yang
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Insgesamt erhélt man eine modifizierte Variante des Hartree-Fock-Verfahrens,
bei der der Austausch in Lokaler-Dichte-Néherung behandelt wird. Als Wellen-
funktion wird eine Slater-Determinante angesetzt. Der modifizierte Austausch-
Operator lautet

1
_ BadKplpl 3 (3, \F
Via = 2 6p 2 Wp(r)
mit Kplp] = C’X/p%(r)dr Dirac-Austausch

und die resultiernden Einelektronengleichungen sind dementsprechend

l——w +V(r / T d + Vxalr )] ), = €,

Sie entsprechen bis auf den vereinfachten Austauschoperator den Hartree-
Fock-Gleichungen bezichungsweise den Kohn-Sham-Gleichungen (nur ohne Kor-
relation). « ist dabei ein Fitparameter, {iir den Werte zwischen 2/3 und 1 gew#hlt
werden kénnen (typischerweise ~ 0,75)

Eigenschaften der Lésungen

e Einfacher zu losen als Hartree-Fock, da anstelle des nichtlokalen Austau-
schoperators K ein gendherter lokaler (multiplikativer) Operator Vy,, steht

e Verlust an Genauigkeit gegeniiber Hartree-Fock-Verfahren

Gesamtenergien fiir Atome:

| Xoy a=2/3 X, a=2/3 | KS-LDA HF experimentell
Ne | -127,49 -127.38 -128,12 -128,55 -128,98
Ar | -524.51 -524,35 -525,85  -526,82 -527,60

4.2 Dichtefunktionaltheorie

4.2.1 Die Hohenberg-Kohn-Theoreme

Satz 1: 1 zu 1-Entsprechung von Dichte und dulerem Potential

Das #uflere Potential V(r) ist bis auf eine additive Konstante eindeutig durch die
Elektronendichte p(r) bestimmt.

Beweis: Angenommen es gibt fiir die gleiche Dichte p(r) zwel Potentiale V()
und V'(r) die sich um mehr als eine additive Konstante unterscheiden. Dann gilt

Ey = (U/H|¥) mit H=T+V
und  Ej, = (V|H|V) mit H=T+V
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Gemif dem Variationstheorem gilt nun
Eo < (V'|H |T")

wobel ¥’ als Testfunktion fiir den Erwartungswert von H eingesetzt wurde. H
148t sich dabei schreiben als

H = H+H -H
= T+V+yV-V
S—— N~
H H-H'
und damit erh&lt man
Fo < (U|H |0+ (U|H —H [T
N —
By
= Fy+ /p(r) (V—=V)dr
Umgekehrt gilt das gleiche:
Ey < (¥IH'|¥)
= (UIH|Y) + (¥ H - H|L)
_ By /p(?") (V—V)dr

Addiert man beide Gleichungen, so erhélt man

Fot B, < E(’)—I—/p(r) (V—V’)dr+E0—/p(7") (V- V)dr
Fo+ Ey < Eo+ Ey+0

was zum Widerspruch fiihrt.
Damit ist gezeigt, da3 es zu einer Dichte p(r) nicht zwel verschiedene Poten-
tiale ¥ und V' geben kann.

Satz 2: Variationsverfahren

Das Energiefunktional F[p] nimmt bei Variation von p(r) sein Minimum bei
der Grundzustandselektronendichte py(r) an, d.h. mit einer Testdichte p(r) mit
p(r) > 0 und

/Z)(T)dr =N
gilt

Elpo] < E[p]
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Man schreibt

Bl = Tlo] + Vielp] +Veurlo)

= Faxlyl + [ o vi)ar

Beweis: ¥(r) sei eine Testwellenfunktion, die die Testdichte p(r) liefert. V(r)
sel das vorgegebene duflere Potential. Die Energieausdriicke sind dann:

EWd=<WM%=Emw+/%WWWW

Bualp) = (|H]¥) = Furlg) + [ plrvio)ar
Gemif dem Variationstheorem gilt nun
wHw) < (§|H|D)
Eolpo] < Erest[p]

und die Behauptung ist bewiesen.

Damit wurde gezeigt, dafl die Dichte des Grundzustands ebenso wie die Wel-
lenfunktion iiber ein Variationsverfahren bestimmt werden kann, und dafl aus
dieser Dichte dann alle Eigenschaften des Systems berechnet werden kénnen.

4.2.2 Kohn-Sham-Formalismus

Idee: Verwendung von Orbitalen zur Konstruktion einer Wellenfunktion, die die
Testdichte liefern soll.

Ansatz: Konstruiere ein nichtwechselwirkendes N-Elektronen-Referenzsystem?,
das die gleiche Elektronendichte hat wie das zu beschreibende wechselwirken-
de System. Gemifl dem Hohenberg-Kohn-Theorem bestimmt diese Dichte die
Grundzustandsenergie.

Die exakte Figenfunktion des nichtwechselwirkenden Referenzsystem mit N
ist eine Slater-Determinante

1
Ugs = \/ﬁ det [1/}11/}21/}N]

und die kinetische Energie ist gegeben als:

N

alg| 1
Tis = (Ys| =) 3Vi [¥is) = >l - 5V )

7

3Nicht wechselwirkend deshalb, weil dann die korrespondierende Wellenfunktion einfach eine
einzelne Slater-Determinante ist.

46



S €
HOHENBERG-
KOATHECREN A

kd@ HENEERG-
RN-THECREM HOHENBERG,

€— bestimmt eindeutig

Abbildung 4.4: Es emistiert eine 1:1-Entsprechung zwischen Kernkonfiguration
und FElektronenzahl (d.h. 'V und N) und dem Hamilton-Operator H. H legt
wiederum die Grundzustandswellenfunktion 1 fest, und aus dieser lafit sich die
Grundzustandselektronendichte p berechnen, letztendich legen also V- und N p
fest. Die Hohenberg-Kohn-Theoreme besagen nun, daf$ diese Abbildung umkehr-
bar ist.

%xakt —_— S < oHEE LPKS

- kUHN 'WEUREM
P UN == R
\'exakt / S

Wechselwirkende Beobachtetes Nichtwelchselvvirkende
Beschreibung System Beschreibung

Abbildung 4.5: Ein System mit einer bestimmten Kernkonfiguretion und Elektro-
nendichte wird durch den exakten Hamilton-Operator und die exakte Wellenfunk-
tion beschrieben. Gemdfs dem Hohenberg-Kohn-Theorem ist auch eine Darstel-
lung durch eine fiktive Wellenfunktion mdglich, solange die Wellenfunktion die
richtige Dichte liefert. Im Kohn-Sham-Bild wird als Wellenfunktion eine Slater-
Determainante gewdhlt.
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Fiir die korrespondierende Elektronendichte gilt:

p(?") = Z Z ’,L/}i<7n7w)’

i w=a,f

Jetzt sollen wechselwirkende FElektronen in diesem Bild beschrieben werden.
Dazu wird ein Hamilton-Operator mit einem unbestimmten effektiven Potential
konstruiert:

N
1
Hrs = Z §V3 + Veff<7")

Das effektive Potential V.;¢(r) ist nun so zu wihlen, dafl Hx s angewendet auf
die Wellenfunktion Wgg des nichtwechselwirkenden Referenzsystems die exakte
Energie des wechselwirkenden Systems liefert. Dafl das prinzipiell moglich ist,
besagt das Hohenberg-Kohn-Theorem.

Bestimmung von V.;;(r): Die Gesamtenergie des Systems wird als Summe
der Energie des nichtwechselwirkenden Referenzsystems und dem Energiebeitrag
aufgrund der Elektron-Elekron-Wechselwirkung dargestellt und geeignete Opera-
toren fiir alle Beitridge werden formuliert:

Elpl = Tlpl + Vexlpl + Veelp]
= Tkslpl + Vexlp] + Jlpl + Exclp]
e Die Beitrige Tk s[p] und V.x[p] sind die kinetische FEnergie und die poten-

tielle Energie (Elektron-Kern-Anzichung) des nichtwechselwirkenden Refe-
renzsystems. Die entsprechenden Operatoren sind bekannt.

e Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung besteht zum gréfiten Teil aus der
Coulomb-Abstoflung J[p]. Der entsprechende Operator ist auch bekannt.

e Der Rest, der noch zur Gesamtenergie fehlt, wird unter der Bezeichnung
Exc[p] zusammengefasst. Er beinhaltet:

1. Den Differenzbetrag zwischen kinetischer Energie des Referenzsystems
und der exakten kinetischen Energie, T[p] — Tks[p]

2. Finen Austauschterm (Wie auch bel Hartree—Fock)

3. Den Beitrag der Elektronenkorrelation

Man bezeichnet Exc[p] als Austausch-Korrelationsenergie. Der zugehorige
Operator (fiir das sogenannte Austausch-Korrelations-Potential) ist definiert als

IExclp] .

VXC(T) ap ;



seine Form ist allerdings unbekannt.
Damit ist Veys(r) formal gegeben als:

oV, 6 oF
xlo] | &7l | 6Exclp]
op op op

= V(r) —I—/ ’:f/z_/’dr’ + Vxe(r)

Verr(r) =

Da die exakte Form von V. (r) bezichungweise Ex¢[p] unbekannt sind, miis-
sen geeignete Niherungen gefunden werden.

4.3 Funktionale fiir E'xo

4.3.1 Lokale-Dichte-Niherung (LDA)

Verwendet wird Fx¢ aus der Theorie des homogenen Elektronengases:
Exclp) = EZ"p] + E§”[p]

e Der Austausch-Beitrag E£P4[p] ist der Austausch des homogenen Elektro-
nengases (Dirac-Austausch, vgl. TFD-Modell)

P = Kl = -2 <§>% [ ooyt

e = S - <§p<r>>%

o [iir E5PA[p] gibt es keine einfache analytische Form. Numerisch bestimmte
N&aherungen:

— Vosko, Wilk, Nusair (1980) iiber Random Phase Approximation
— Ceperly, Alder (1980) iiber Quanten-Monte-Carlo

e In der Praxis: Darstellung von Vxc(r) aul einem Gitter.

4.3.2 Lokale-Spindichte-Niherung (LSDA)

Analog zur unrestricted Hartree-Fock-Frweiterung fiir offenschalige Systeme; man
verwendet verschiedene (Orts-) Orbitale und damit verschiedene Dichten p®, p”
fiir « und B-Elektronen. Die Anzahl der Elektronen mit Spin « sei N und mit
Spin 3 sei N”. Dann gilt:

pdr = N® o o
fpgdr:Ng }—>/(p +p7)dr =N+ N’ =N
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Das Austausch-Korelations-Funktional ist dann Exo[p®, p°], und fiir die Funk-
tionalableitung ergib sich

el [t [ S,
o* op“ oY* 5p? s1*
B { ww wenn 1: Orbital mit a-Spin

%ﬁfmﬂ’ wenn : Orbital mit S-Spin
Als Kohn-Sham-Gleichungen erhélt man damit also zwei Sétze von Finelektronen-

gleichungen, die sich im Austausch-Korrelations-Potential unterscheiden.. Fiir die

| $Exclp®p”]

Elektronen mit a-Spin lautet das Austausch-Korrelations-Potentia pa

§Exclp™,0?]

und fiir die mit 8-Spin 5pP

4.3.3 Gradientenkorrektur

Wihrend LDA fiir die Berechnung von Festkérpern grofle Bedeutung erlangt hat,
148t sich bei der Berechnung von Molekiilen eine erhebliche Genauigkeitssteige-
rung erreichen, indem man Terme mit dem Gradienten der Dichte Vp einfiihrt.
Dabei werden mehr oder weniger semiempirische Ansétze gewihlt.
Verallgemeinerte Gradientennidherung (Generalized Gradient Approximation,

GGA):
B p*, 0] /fp P IV p*Vp dr

Austausch-Korrekturen

e Becke (1988)4: Gradientenkorrektur zum Austauschterm

w)4/3y2
EBSS — ELSDA / d
X & Z 1—|—6ﬂstmh Xow '
_ vl
IR
8 = 0,0042

Der Parameter 3 wurde durch Fit an den Hartree-Fock-Austauch von Edel-
gasen bestimmt.

e Perdew, Wang (1986): PW86, PWx86; parameterfreies Funktional

4Bezeichnet als BSS, Bx88, BeckeSS oder B
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Korrelations-Korrekturen
e Lee, Yang, Parr (1988): LYP
e Perdew (1986): P86, Pc86, P
e Perdew, Wang (1991): PW91, PWc91; parameterfreies Funktional

Austausch- und Korrelationsfunktionale

e Kombinationen: BLYP, BP, etc.

e Perdew, Burke, Ernenhof (1996): PBE, parameterfreies Funktional fiir Aus-
tausch und Korrelation

e Hamprecht, Cohen, Tozer, Handy (1998): HCTHn mit n = 93,120, 147,407;

Fit von insgesamt 18 Parametern an n experimentelle Daten

4.3.4 Hybridfunktionale
Becke: B3LYP, drei Parameter (ag, az,a.):
EEEP = (1 ao— ap)EFPA 4 agBYT 1 0, B
(1= a)BYYN 4 g BEYP

Es wird das Austausch-Korrelations-Funktional fiir die lokale (Spin)dichte-
N#herung mit zusitzlichen Korrekturtermen gemischt: ag bestimmt den Anteil
des Hartree-Fock-Austausches B4 a, den Anteil der Gradientenkorrektur zum

Austausch E£4%® und a, die Gradientenkorrektur zur Korrelation ELY”. Beispiele
fiir die Wahl der Parameter:

e a9 =0.2, a, =0.72, a, = 0,81 —B3LYP: Fit an experimentelle Atomisie-
rungsenergien

e q9 =1, a, =0, a. = 0 =Hartree-Fock mit Korrelation, HFKS

e a9p=0,a,=0,a.=0—=LSDA

4.3.5 Selbstwechselwirkungskorrektur (SIC)

Bei der Herleitung der Hartree-Fock-Gleichungen mufite zum FEnergieausdruck
der Term

5| 0D 1 ()04(2) = D] = 1)) =0

k

(4.1)
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hinzugefiigt werden, um die Summationseinschrinkungen beseitigen zu kénnen.
Bei den Kohn-Sham-Gleichungen muf3 der Coulomb-Term ebenfalls ohne Sum-
mationseinschrankungen formuliert werden. Dabei wird allerdings nur

1 1
Z 5 <1/’k<1)1/’k<2>’ I ’1/’k<1>1/’k<2>> (4-2>
. 2 T12
zur Gesamtenergie addiert, ohne die entsprechende Kompensation wie bei Hartree-
Fock. Da dieser Term ungleich null ist, wird dadurch der Energieausdruk ver-
falscht. Dei Wechselwirkung eines FElektrons mit sich selbst verschwindet also
nicht.

Etwas &hnliches passiert auch beim Austausch-Korrelations-Potential, das auf
ein Elektron im Orbital 1, wirkt:

§Exclp] _ 0Fxc [Zj 1/);71/)]}
)

Fin auf diese Weise definiertes Vx¢o enthilt ebenfalls noch die Selbstwechselwir-
kung.
Um ein System exakt beschreiben zu kénnen, mufl die Selbstwechselwirkung

VXC =

null sein. Im Fall des Coulomb-Terms subtrahiert man dazu einfach noch ein-
mal ), % (W (D) (2)] % |9, (1)11,(2)), wie auch schon im Hartree-Fock-Fall. Als
Funktion der Dichte 1st das:

Pk
Z// ]7"—7"’] drdr—Zka
mit Pk:%#/’k

md p=Y p,
k

Im Falle der Austausch-Korrelations-Energie mufl ein Term subtrahiert werden,
der dafiir sorgt, dal3 das zugehorige Austausch-Korrelations-Potential fiir das
Elektron im Orbital 9, nicht VXC[EJ- p;] lautet, sondern VXC[EJ.# p;]. Dieser

lautet

Z Exe [Pk] mit p, = Py
k

Perdew, Zunger (1981): Die obigen Korrekturtermen werden mit Austausch-
Korrelationsenergie in lokaler Spindichte-Niherung kombiniert. Man erhélt da-
durch ein neues Austausch-Korrelations-Funktional, das auch die Korrekturen
zur Selbstwechselwirkung enthlt:

EXE 0,01 = Exclp®, 0] ZZ — Excl[p§,0])
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Die resultierenden Kohn-Sham-Operatoren sind dann aber nicht mehr orbita-
lunabhéngig und damit i.A. auch nicht mehr invariant beziiglich einer unitéren
Transformation®.

4.4 Anwendungen

Vergleich verschiedener Methoden
| | HFE MP2 CASSCF | LDA GGA Hybr. |

variationell + - + - - _

parameterfrei

+
selbstwechsel-
. . +
wirkungsfrei

+ +

+ + - - -
selbstkonsistent | + - +
ebene Wellen
als Basis

” Black-Box” -
Methode

~ - : + o+~

+ o+ - + o+ 4+

Variationell bedeutet in diesem Fall, daf3 die berechnete Energie eine Ober-
grenze fiir die exakte Energie ist. Storungstheoretische Verfahren sind nicht va-
riationell, da sie nicht auf einem Variationsansatz beruhen. Kohn-Sham-DFT be-
ruht zwar auf dem Variationsverfahren, allerdings wird dabei nicht der Hamilton-
Operator des tatsidchlichen Systems verwendet, so dafl die Methode ebenfalls nicht
variationell im obigen Sinne ist.

Selbstkonsistente Methoden lassen sich i.A. als Pseudoeigenwertproblem for-
mulieren und iterativ 16sen. Im Fall der Konvergenz pafit dann die berechnete
Energie zur Wellenfunktion.

Die Verwendung einer Basis aus Ebenen Wellen bietet sich insbesondere bei
periodischen Systemen wie Festkérpern oder Oberflichen an. FEs miissen sehr
grof3e Basissiitze verwendet werden, die aber numerisch relativ gut handhabbar
sind (Fourier-Transformation). Die Berechnung des IIF-Austausches ist mit einer
solchen Basis aber sehr aufwendig.

Bei Methoden, die auf Dichtefunktionaltheorie beruhen, wird die Elektro-
nenkorrelation mit berticksichtigt. Gleichzeitig hilt sich der Rechenaufwand in
moderatem Rahmen. Beispielsweise sind fiir die Geometrieoptimierung eines Mo-
lekiils mit n Atomen® folgende Methoden praktikabel:

Methode | full CT CCSD(T) CCSD MP2 HF  KS-DFT
n 2 812 10-15  25-50 50-200 50-200

®Vgl. HF-Verfahren, Kapitel 2.2.4: Um zu zeigen, daB der Fock-Operator invariant ist, setzt
man die transformierten Orbitale ein und verwendet UU = 1, also Z;V:1(U)kj (U = b
Dafiir ist es aber notwendig, daBl der Operator nur Summen iiber alle Orbitale enthélt.

®mit PC oder Workstation, (aus Levine)
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Vorteile von DFT-Methoden:

e Im Gegensatz zu HE: Verldfiliche Molekiilgeometrien
e Mit CGA: Gute Werte fiir H-Briicken
e Mit Hybridfunktionalen: Gute Werte fiir Energien (bis auf ca. 2—3kcal/mol)

e relativ universell anwendbar, auch auf Festkorper, Oberflichen, Losungen
(in der Praxis nur mit Funktionalen, die keinen HF-Austausch enthalten)

e Anwendbar auf das ganze Periodensystem, evtl. mit relativistischen Kor-
rekturen

Nachteile:

e Schlechte Beschreibung von van-der-Waals-Wechselwirkungen
e Genauigkeit bei Aktivierungsenergien oft nicht ausreichend

e Hohenberg-Kohn-Theorem: Nur Beschreibung des niedrigesten Zustandes
einer gegebenen Symmetrie

e nicht systematisch verbesserbar
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Kapitel 5
Mechanische Modelle

5.1 Klassische Kraftfelder

5.1.1 Modell

In der klassischen Betrachtungsweise ist das Molekiil aus Atomen und Bindun-
gen zusammengesetzt, wobei die Atome als Punktmassen und die Bindungen als
Federn beschrieben werden.

Bei einem System aus N Atomen gibt es insgesamt 3N Freiheitsgrade, wobei
sich die Translation und Rotation des Gesamtmolekiils abtrennen lassen, so daf3
3N —6 (bzw. 3N —5 bei linearen Molekiilen) interne Freiheitsgrade ibrig bleiben.
Bei den Internen Freiheitsgraden handelt es sich um Bewegungen der Atome
relativ zueinander im Kraftfeld der Bindungen, also um Schwingungen.

e Schwingungen: Mef3bar {iber IR- und Raman-Spektroskopie

e Geometrie des Molekiils: Mef3bar durch Rotationsspektroskopie, Elektro-
nenbeugung, Rontgenbeugung etc.

Die Energie wird als Summe der Fnergien von Einzelbeitrigen formuliert, die
wiederum durch Kraftfelder beschrieben werden:

b= EBindung + EWinkel + ETorsion + EVanDerWaals + ELadung + ...

5.1.2 Die einzelnen Beitrige
Streckschwingung der Bindungen (Egingung)

Behandlung als Federschwingung in harmonischer Niherung, es gilt:

alle
Bindungen

EBindung = Z k;z (lz - li0)2

%
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Abbildung 5.1: Formaldehyd im Kugel-Feder-Modell

wobel k; die Kraftkonstante der i-ten Bindung und (I; — l;9) die Auslenkung aus
der Ruhelage ist.

Deformationsschwingungen (Eywinker)

Behandlung ebenfalls in harmonischer Nédherung, allerdings mit Winkelauslen-
kung anstelle der Langenauslenkung:

alle @

Winkel
EWinkel = Z k;(% (81 — 8,‘0)2 'J\JW\)

%

Torsionsenergie Er,.gon

z. B. Mehtylgruppen-Rotation, Bewegung in periodischen Potentialen, z.B.

Vi Vasi Vi
ETorsion,i = % (1 + cos 901) + % (1 — COs 2901) + % (1 + Ccos 3901)

Uneigentliche Torsion: z.B. um Rotation vom sp?-Zentren, cis-trans-Isomerisierungen
zu beschreiben.

Van-der-Waals-Energie Ey ., perivaeals

Setzt sich zusammen aus Anziehungs- und AbstoBBungskréften. Verscheidene Be-
schreibungen sind moglich, numerisch einfach ist das sogenannte Lennard-Jones-
6-12-Potential. Dabei ist die Anziehung proportional zu ¢ und die Abstoffung
zu 12, wobei r der Abstand zwischen den beteiligten Atomen ist.
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Energie
A

lo Auslenkung

Abbildung 5.2: Potentialkurve eines harmonischen und anharmonischen Feder-
pendels

Energie
A

Winkel

Abbildung 5.3: Beispiel fir das Potential einer Methylgruppen-Rotation (hier:
fir Ethen)
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Abbildung 5.4: Lennard-Jones-Potential: Auftragung der Funktion T% — %6 gegen
r.

Coulomb-Energie Fpqqung

Falls Gruppen mit Ladung oder Partialladung beteiligt sind, ist

1 L qig;
) adung — & — =
Ladung 2 ; €y Ty

5.1.3 Zu den Kraftfeldern

Allgemein kann es dabei mehr ” Atomtypen” als Elemente geben, beispielsweise
sp®- und sp?-Kohlenstoffatome als eigene Atomtypen. Auch ganze Gruppen (z.B.
Methyl) kénnen als einzelnes ” Atom” beschrieben werden.

Als Ubertragbarkeit eines Kraftfeldes bezeichnet man die Eigenschaft, ein Sy-
stem unter allen moglichen Umgebungen gleich gut zu beschreiben, z.B als Fest-
kérper oder Fliissigkeit, in hoher oder niedriger Koordinationszahl. Die Uber-
tragbarkeint ist im Allgemeinen begrenzt, ein Kraftfeld, das z.B. metallisches
Natrium gut beschteibt, wird fiir die Schmelze oder fiir Nag-Dampf im Allgemei-
nen weniger gut geeignet sein. Die Beschreibung von Wasser, beispielsweise fiir
Systeme in wiBriger Losung, erfordert eigene Parameter (TIP3P, TIP4P-Modelle)

Einzelne Kraftfelder:

e AMBER: Assisted Model Building with Energy Refinement, fiir Peptide und

Nucleinsiuren weit verbreitet.

e CHARMm: Chemistry at HA Rvard Macromolecular mechanics, fiir Makro-

molekiile und Proteine
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e DREIDING: fiir organische Molekiile, biologische Systeme, nur Hauptgrup-
pen

e MM2: Standard-Kraftfeld, entwickelt fiir kleine Molekiile; Weiterentwick-
lungen sind MM3, MM4

e UFF: Universal Force Field, hthere Ubertragbarkeit

Proteinstrukturen findet man in der Brookhaven Protein Database (www.rcsb.org),
Dateien im pdb-Format
Visualisierung z.B. mit Rasmol, VMD (www.ks-uiuc.edu)

60



Kapitel 6

Bewegung auf Potentialflichen

6.1 Potentialfliachen

Die Auftragung der Kernpositionen (ausgedriickt durch die 3N — 6 internen Ko-
ordinaten) gegen die korrespondierenden Gesamtenergien liefert eine sogenannte
Potentialfliche. Die interne Bewegung des Systems entlang seiner Freiheitsgrade
entspricht der Bewegung eines Punktes auf der Potentialfliche. Minima entspre-
chen Kernanordungen mit minimaler Energie.

Im Gegensatz zu Kraftfeldmethoden kann sich hier die Konnektivitdt der
Atome withrend der Bewegung #ndern, so dafl auf diese Weise auch der Verlauf
chemischer Reaktionen beschrieben werden kann.

Resultierende Iragestellungen:

e Suche nach lokalen Minima, diese entsprechen metastabilen Gleichgewichts-
zusédnden des Systems, und nach dem globalen Minimum.

e Suche nach Sattelpunkten, diese entsprechen Ubergangszusénden.

e Bestimmung von Reaktionskoordinanten. Fine chemische Reaktion ver-
lduft immer von Minimum zu Minimum, dabei passiert das System einen
Ubergangszustand.

e Simulation von Reaktionen

6.2 Suche nach lokalen Minima und Sattelpunk-
ten

6.2.1 Einfache Minimierung

Verédnderung der Koordinaten um eine bestimmte Schrittweite und Neuberech-
nung der Energie:
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'o.;\..ii...
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Sattelpunkt

Globales
Minimum

Lokales
Minimum

v

Abbildung 6.1: Konzept der Potentialfliche: Auftragung von Koordinaten gegen
die Energie als 2D-Isolinien-Plot und als eindimensionaler Schnitt. Ab vier Frei-
heitsgraden wird es schwierig, vollstindige Potentialflichen zu rechnen.

Kraftfeld:
_ Globales Quantenmechanisch:
Minimum ohne Konnektivitats-
7 NF N —_—>
Konnektivitat N erhaltung
% bleibt erhalten

Abbildung 6.2:
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" H/ \H H H

Tangentensteigung: dE/dx

Ax

Schrittweite

Abbildung 6.3: Keto-FEnol-Umlagerung in der Gasphase. In Lisung verlduft die
Reaktion tonisch (protonenkatalysiert)

e Wenn sich F erhoht: Schritt in andere Richtung

e Wenn sich F verringert: Schritt in dieselbe Richtung

e Wenn jede Richung zu einer Erhohung von F fithrt: Verkleinerung der
Schrittweite

e Wenn die Energieinderung unter einen bestimmten Wert féllt: Abbruch

6.2.2 Gradient und Hesse-Matrix

Die Effizienz kann durch Einbeziehung der Ableitungen der Energie erhtht wer-
den. An einem stationiren Punkt miissen die ersten Ableitungen der Energie
nach allen Koordinaten null sein. Fiir ein Minimum miissen auflerdem alle zwei-
ten Ableitungen positiv sein.

Die erste Ableitung der Energie nach den Koordinaten ist der Gradient g;:

3E/8x1

Der Gradient gibt die Steigung der Potentialfliche und damit die Richtung zum
Minimum an. Verfahren, die den Gradienten verwenden, sind:
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e Steepest Descent: Schritte in Richtung des grofiten Gefilles, also in die
Richtung, in der der Gradient am stdrksten negativ ist. Verwendet als
Schrittweite

Ax = cg

Der Koeffizient ¢ wird angepasst. Die Schrittweite wird kleiner in der Nihe
des Minimums.

e Conjugate gradient: Verwendet neben dem aktuellen Gradienten auch noch
den des vorhergehenden Schrittes zur Bestimmung des néchsten Schrittes.
Hat hiufig bessere Konvergenzeigenschaften.

Die Hesse-Matrix H besteht aus den zweiten Ableitungen der Energie nach
den Koordinaten. Sie gibt die Kriimmung der Potentialfliche an und steht mit
der Entfernung zum Minimum im Zusammenhang:

?E ?E

ox? Ox19x2
H= ’F P’FE
Ox201 81:%

Sie ist zwar im allgemeinen nicht diagonal, aber dafiir symmetrisch und kann
deshalb durch eine geeignete orthogonale Koordinatentransformation diagonali-
siert werden!.

Wenn der Gradient null ist, 148t sich mit Hilfe der Hesse-Matrix ermitteln,
ob ein Minimum, ein Sattelpunkt oder ein Maximum vorliegt: Sind in einem Ko-
ordinatensystem, in dem die Hesse-Matrix diagonal ist, alle Elemente 8?F /0x/??
positiv, so liegt ein Minimum vor. Sind einige 8*F /0 negativ, so handelt es
sich um einen Sattelpunkt beziiglich der Koordinaten x,. Wenn alle Figenwete
negativ wiren, so ldge schlieBBlich ein Maximum vor.

Minimierungsverfahren, die Gradient und Hesse-Matrix verwenden:

e Newton-Raphson:
Ax=H'g
— Fiihrt bei parabelformigem Potential nach einem Schritt zum Mini-

mum

— Fiihrt weit ab vom Minimum auch zu Sattelpunkten, und kann daher
auch fiir geziehlte Sattelpunktsuche modifiziert werden.

e Niherungsverfahren, bei denen angenommen wird, dafl die Hesse-Matrix
diagonal oder konstant ist. Dadurch entfillt die aufwiindige Berechnung
aller zweiten Ableitungen.

Loder auch unitire Transformation, das ist in diesem Falle identisch.
2das sind dann die Eigenwerte der Hesse-Matrix
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Kapitel 7
Molekiildynamik

Molekiildynamik bedeutet die Computersimulation eines Ensembles aus N wech-
selwirkenden Atomen. Die Methode ist im Gegensatz zu Monte-Carlo-Verfahren
rein deterministisch; bei einem gegebenem Anfangszustand ist die zeitliche Ent-
wicklung des Systems im Prinzip vollstéindig bestimmt.

Es wird also die zeitliche Entwicklung des Ensembles berechnet, die man sich
als Trajektorie im 6/N-dimensionalen Phasenraum des Systems vorstellen kann.
Die Trajektorie selbst ist bei klassischen MDs oft weniger relevant, aber mit den
Methoden der statistischen Mechanik kénnen aus ihr thermodynamische Kenn-
gréfen extrahiert (”gemessen” ) werden.

Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf ein Ensemble, bei dem die
Teilchenzahl und die Energie konstant ist, ein sogenanntes mikrokanonisches Fin-
semble (NVE). Es gibt auch andere Arten von Ensembles, fiir die das nicht
gilt, z.B. ein kanonisches Ensemble (mit konstanter Temperatur) oder ein isoent-
halpisches Ensemble (mit konstanter Enthalpie). Solche Ensembles lassen sich
aber durch Abwandlung des mikrokanonischen Falles simulieren, nimlich durch
Neuskalierung der Geschwindigkeiten oder Neuskalierung des Zellvolumens nach
jedem Schritt.

7.1 Newtonsche Mechanik

Die Atome in einer Computersimulation auf der Basis der klassischen Mechanik
sind durch 1thre Massen m; sowie durch die Orte r; charakterisiert:

X
r; = Y;

2

Die zeitlichen Ableitungen des Ortes sind die Geschwindigkeiten v; und die Be-
schleunigungen a;. In der Newtonschen Notation werden die zeitlichen Ableitun-
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gen mit Punkten gekennzeichnet:

T d Ly

vi = =1 U =g | Y Geschwindigkeit
Z; 2 [ T

a = I;= zz =5 iz Beschleunigung

Der Zusammenhang zwischen Ort und Geschwindigkeit (bzw. Impuls) der Teil-
chen im Rahmen der klassischen Mechanik wird durch die Newtonschen Axiome
wiedergegeben.

7.1.1 Newtonschen Axiome

Erstes Axiom: Trigheitsprinzip

Ein Korper, auf den keine Kraft wirkt, bewegt sich mit konstanter Geschwindig-
keit.

Zweites Axiom: Aktionsprinzip

Die Geschwindigkeitséinderung eines Korpers ist proportional zur Kraft, die auf
ithn wirkt, und umgekehrt proportional zu seiner Masse:

a=7%t=——
m

Man kann das als Definition der Kraft auffassen, es gilt dann:

F =mf = p

Drittes Axiom: Reaktionsprinzip

Wenn ein Koérper A auf den Korper B die Kraft Fyp ausiibt, dann {ibt der
Kérper B auf den Kérper A eine Kraft mit gleichem Betrag und entgegengesetzter
Richtung aus:

Fuap=—-Fpa

Inertialsysteme

Ein Bezugssystem, in dem die Newtonschen Axiome gelten, bezeichnet man als
Inertialsystem. Jedes Bezugssystem, das sich relativ zu einem Inertialsystem mit
konstanter Geschwindigkeit bewegt, ist ebenfalls ein Inertialsystem.
Bezugssysteme, die relativ zu einem Inertialsystem beschleunigt werden, sind
keine Inertialsysteme. Das gilt insbesondere auch fiir rotierende Bezugssysteme.
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7.1.2 Energieerhaltung
Arbeit und Energie

Die kinetische Energie eines Korpers héngt von seiner Masse und von seiner
Geschwindigkeit ab, es gilt:

1
T = —ma?
2

Die potentielle Energie V (r) eines Systems héingt dagegen von der Lage seiner
Bestandteile ab. Beispiele fiir eine potentielle Energie sind:

e die Coulomb-Energie, die vom Abstand zweier Ladungen abhéngt
e die Energie einer Masse an einer Feder, die von der Auslenkung abhéngt

e oder die potentielle Fnergie einer Masse im (Gravitationsfeld einer andern
Messe.

Von einer Kraft kann Arbeit verrichtet werden; die Arbeit ist gegeben als
9 ro
W = / Iydx bzw. W = / F.dr
1 r
Wenn am System Arbeit verrichtet wird, d&ndert sich die Energie des Systems.

Konservative Krafte

Die Arbeit, die von oder gegen eine konservative Kraft entlang eines geschlossenen
Weges verrichtet wird, ist null. Die von einer konservativen Kraft verrichtete
Arbeit entlang eines beliebigen Weges héngt ausschliellich vom Anfangs- und
Endpunkt ab.

Anders ausgedriickt: Die von einer konservativen Kraft verrichtete Arbeit ent-
spricht der Anderung der potentiellen Energie des Systems:

dV = Fpne-dr
oder
dV
—=F ons
dr k

Somit kann man eine konservative Kraft immer als Gradient einer potentiel-
len Energie schreiben. Beispiele fiir konservative Krifte sind die Coulomb-Kraft,
die Federkraft, solange die Feder dem Hookeschen Gesetz gehorcht, oder die Gra-
vitationskraft. Wenn nur konservative Kriifte wirken, bleibt die mechanische
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Gesamtenergie im System erhalten. Das ist der Energieerhaltungssatz der Me-
chanik:

1
E:T—I—V:§m02—|—V:const.

Die von einer nichtkonservativen (oder dissipativen) Kraft verrichtete Arbeit
verdndert die mechanische Energie des Systems. In so einem Fall gilt der verall-
gemeinerte Energieerhaltungssatz

Beispiele fiir dissipative Krifte sind die Reibung oder der Strémungswiderstand.

7.1.3 Anwendung auf die Molekiildynamik

Die zeitliche Entwicklung des Ensembles wird durch Integration der Bewegungs-
gleichungen bestimmt, die klassische Bewegungsgleichung ist das 2. Newtonsche
Axiom

Fi = my;a;
32ri 1
a; = 8t2 - E VZV<I')

Wenn man also das Potential V(r) kennt und auflerdem Anfangswerte fiir alle
Orte und Geschwindigkeiten vorgibt, so kann man die Orte und Geschwindig-
keiten fiir jeden beliebigen Zeitpunkt berechnen. Das Hauptproblem liegt dabei
natiirlich darin, V(r) zu bestimmen:

e Im Prinzip erhélt man das (in Born-Oppenheimer-Niherung) exakte Po-
tential V(r) durch Losung der elektronischen Schrédinger-Gleichung! fiir
die Kernkonfigunration r. Das ist die Grundlage der Born-Oppenheimer-
Molekiildynamik.

e Klassische Kraftfelder: Man konstruiert eine Funktion, die das exakte Po-
tential moglichst gut imitiert. Im einfachsten Fall kénnte man eine Summe
von Zweiteillchenpotentialen wie z.B. dem Lennard-Jones-Potential anset-
zen. In der Praxis ben6tigt man aber auch Mehrteilchenpotentiale, um z.B.

gerichtete Bindungen beschreiben zu kénnen?.

linklusive dem Term fiir die Kern-Kern-AbstoBung,.
2FEin winkelabhingiges Potential wiire ein Beispiel fiir ein solches Mehrteilchenpotential.
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7.2 Zeitliche Integration

Berechnung der Trajektorie: Bei einer MD ist die potentielle Energie der Teilchen
bekannt. Aus dieser lassen sich durch Ableitung die Krifte auf die einzelnen
Teilchen berechnen, die wiederum iiber das zweite Newtonsche Axiom mit den
Beschleunigungen im Zusammenhang stehen, die die Teilchen erfahren.

Kennt man diese Beschleunigungen sowie die Anfangswerte fiir Ort und Ge-
schwindigkeit, so lassen sich die Orte der Teilchen zu einem bestimmten Zeitpunkt
mittels zeitlicher Integration berechnen. Man bedient sich dabei der numerischen
Integration, d.h. man integriert nicht analytisch {iber dt sondern wi#hlt einen
kleinen, aber endlichen Zeitschritt At und ersetzt das Integral durch eine Sum-
me. Die Arten von Fehlern die dabei auftreten liegen einerseits an der endlichen
Grofle von At, und andererseits an der endlichen Prézision der Berechnung. Die
erste Art von Fehler wird kleiner bei abnehmendem At, die zweite Art von Fehler
akkumuliert sich mit zunehmender Anzahl von Schritten.

Zur effizienten Bearbeitung dieses Problems wurden verschiedene Algorith-
men entwickelt; hiufig verwendet werden der Verlet- und der Velocity-Verlet-
Algorithmus.

7.2.1 Verlet-Algorithmus

Man schreibt fiir den Ort als Funktion der Zeit zwei Taylor-Reihen jeweils bis zur
3. Ordnung, die eine vorwdrts in der Zeit und die andere rickwdrts:

r(t+At) = r(t) +v()At + %a(t)AtQ + %b(t)Aﬁ + Rest(Ath)
r(t —At) = r(t) —v(t)At + %a(t)AtQ — %b(t)Af‘ + Rest(At*)

Dabei wurde die erste zeitliche Ableitung von r als Geschwindigkeit und die
zweite zeitliche Ableitung als Beschleunigung identifiziert. Der Rest-Term héngt
im Wesentlichen von (At*) ab. Addiert man nun die beiden Reihen und 1st nach
r(t + At) aul, so erhélt man:

r(t + At) = 2r(t) — r(t — At) + a(t) At® + Rest(Ath)

Der Ort zum "néchsten” Zeitpunkt t4+At wird also aus dem Wert am aktuellen
Zeitpunkt ¢ und am vorhergehenden Zeitpunkt ¢ — At berechnet, sowie aus der
momentanen Beschleunigung a(t), die man aus der potentiellen Energie erhalt®:

a(t) = ~—VV(r(1)

Der Fehler bei diesem Algorithmus ist proportional zum Rest-Term der Taylor-
Reihe, also zu At*, nimmt also relativ schnell ab, wenn man At¢ klein wihlt.

3Die Geschwindigkeit wird dabei nicht benstigt
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Fin Nachteil bei diesem Verfahren ist, daf3 die Geschwindigkeiten, die ja zur
Bestimmung der kinetischen Energie benstigt werden, nicht automatisch geliefert
werden. Man muf sie gesondert berechnen, der Fehler ist dabei proportional zu

JAVAS
_r(t4 At) —r(t — At)
vit) = 2At

7.2.2 Velocity-Verlet-Algorithmus

Fine modifizierte Variante, die die Geschwindigkeiten gleich mitliefert, ist der
sogenannte Velocity-Verlet-Algorithmus. Dabei wird an Stelle von r(t — At) mit
den Geschwindigkeiten gerechnet:

e Der Wert von r zum néchsten Zeitpunkt wird dabei aus dem aktuellen Wert
sowie aus der aktuellen Momentangeschwindigkeit und Momentanbeschleu-
nigung bestimmt.

e Die Beschleunigung fiir den néchsten Zeitpunkt wird wie gehabt aus der
Kraft berechnet.

e Die Geschwindigkeit fiir den néchsten Zeitpunkt berechnet man dagegen
zur Hilfte aus der aktuellen Beschleunigung und zur Hilfte aus der Be-
schleunigung fiir den néchsten Zeitschritt.

Im Einzelnen lauten die Gleichungen:

r(t+ At) = r(t) +v(t)At + %a(t)AtQ

V(t—l—%) = V(t)—l—%a(t)At
a(t+At) = —%VV(r(t—l—At))

v(t+AL) = v(t+ %) + %a(t + At)At

7.3 Eigenschaften und Auswertung

7.3.1 Start der MD

Zum Start der Simulation definert man die Zelle und wihlt Atomkoordinaten und
Anfangsgeschwindigkeiten. Die einfachste Moglichkeit ist es dabei, die Endwerte
einer vorhergehenden Simulation zu verwenden.
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Temperatur
A

Zeit

Abbildung 7.1: Wenn man als Anfangskoordinaten das Minimum der potentiel-
len Energie gewdhlt hat, so wird nach dem Start der MD die kinetische Energie
(d.h. die Temperatur) absinken und die potentielle Energie ansteigen, bis ein
Gleichgewicht erreicht ist.

Wenn man eine neue Simulation ”from the scratch” startet, wihlt man als
Anfangskoordinaten z.B. die Atompositionen in einem idealisierten Kristallgit-
ter. Dabei mufl jedoch ein gewisser Zufallsfaktor eingefithrt werden, weil sonst
alle Teilchen symmetrieiquivalent sind und sich exakt gleich entwickeln. In einem
idealen Gitter wiirden die Atome z.B. einfach an ihren Plidtzen bleiben. Beispiels-
weise kénnte man die Anfangspositionen um einige Prozent der Gitterkonstante
zufillig variieren.

Alternativ kann man von Null verschiedene Anfangsgeschwindigkeiten fiir die
Teilchen, die man z.B. einer Maxwell-Verteilung fiir eine bestimmte Temperatur
angleicht. AnschlieBend subtrahiert man von diesen Anfangsgeschwindigkeiten
noch die Schwerpunktsgeschwindigkeit, damit der Nettoimpuls null bleibt. Wenn
man das System in einen Zustand mit einer bestimmten Temperatur bringen will,
muf3 man die Geschwindigkeiten skalieren. Dies ist z.B. relativ einfach moglich,
wenn der Velocity-Verlet-Algorithmus verwendet wird.

Die Anfangswerte entsprechen nicht unbedingt der Gleichgewichtssituation
(Gleichverteilung), deshalb mufl die MD zunéchst einige 100 Schritte laufen, bis
sich das System &quilibriert hat.

7.3.2 Mefgroflen

Messung ist die Bestimmung des zeitlichen Mittelwerts von physikalischen Eigen-
schaften (A) entlang der Trajektorie. Die Momentanwerte A(t) der physikalischen
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Temperatur
A

Schwellwert

Zeit

Abbildung 7.2: Wenn man fir die Anfangskoordinaten nicht das Minimum der
potentiellen Energie gewdhlt hat, so kann die Temperatur nach Start der MD
ansteigen. Uberschreitet sie einen gewissen Schwellenwert, so skaliert man die
Geschwindigkeiten solange neu, bis ebenfalls Aquilibrierung erreicht ist.

Figenschaften hiangen im Allgemeinen vom Ort und vom Impuls ab:

Bei einer MD ist der Zeitschritt diskret, deshalb wird iiber den Wert von A zu
allen Zeitpunkten summiert, und durch die Anzahl der Schritte Ny dividiert:

1 &
Ay = — Alt
)= 3 a0y
=1
Zur Bestimmung der A(t)-Werte gibt es zwel Moglichkeiten:

1. A(t) wird bei jedem Schritt der MD berechnet und aufsummiert, nach Be-
endigung der MD wird dann durch die Anzahl der Schritte dividiert.

2. Alle Orte und Geschwindigkeiten werden in einem trajectory file gespei-
chert, und dieses wird nach Beendigung der MD ausgewertet. Diese Me-
thode benostigt viel Speicherplatz, ist aber vorteilhaft, wenn die Mefgrofie
aufwindig zu berechnen ist, oder wenn am Anfang der MD noch nicht klar
ist, welche Mef3gréflen letzten Endes von Interesse sein werden.

Energien

Die potenticlle Energie V() wird gleichzeitig mit der Kraft berechnet, bezie-
hungsweise zur Berechnung der Kraft benstigt. Bei klassischen Zweiteilchenpo-
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tentialen ist sie beispielsweise gegeben als

V() =) v(ry(t)

j>

Die kinetische Emergie 13t sich aus den Geschwindigkeiten berechnen. Im
Folgenden wird die kinetische Energie als Fy;, abgekiirzt und nicht mehr als 7',
um Verwechslung mit der Temperatur zu vermeiden:

BEyin = % Z mg (Vi<t))2

i
Die Gesamtenergie

Eges = Ekm +V

mufl, solange man nichts von auflen #@ndert, wihrend der MD konstant bleiben.
Die Energie des Systems fliefit sozusagen zwischen kinetischer und potentieller
Energie hin und her, die Summe &ndert sich jedoch nicht. Im Allgemeinen wird
bei jedem Schritt die Gesamtenergie berechnet und {iberpriift, ob das auch der
Fall ist. Sie darf im Bereich ~ 10~* fluktuieren.

Temperatur

Die Temperatur steht direkt mit der kinetischen Energie im Zusammenhang und
wird aus dieser berechnet:

i = gNk:BT

Fine Auftragung der Gesamtenergie gegen die Temperatur bezeichnet man
als kalorische Kurve. Aus ihr lassen sich Phaseniibergéinge ablesen:

e Sprungstellen in der kalorischen Kurve entsprechen Phaseniibergingen 1.
Ordnung, z.B. beim Schmelzen: Sprung in der kalorischen Kurve aufgrund
der latenten Schmelzwirme; bei MD-Simulation ist das im Allgemeinen
mit kinetisch bedingten Hystereseerscheinungen verkniipft, d.h. das System
”schmilzt” erst im Bereich von 20% oberhalb und ”erstarrt” erst im Bereich
von 20% unterhalb der nominellen Schmelztemperatur.

e Sprungstellen in den Ableitungen der kalorischen Kurve entspechen Pha-
seniibergédngen hoherer Ordnung.
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Druck

Der Druck 148t sich zum Beispiel tiber die Clausius-Virialformel berechnen:

N

W<r17r27 "'rN) = Zri ) F;’es

=1

Dabei ist W die Arbeit und F[* = mf¥; die resultierende Kraft auf Teilchen
1. Der Mittelwert kann aus der MD-Trajektorie bestimmt werden:

(W) =lim 7 /0 dt 2 v () i (1)

Durch partielle Integration kann man das umformen in

1 [t &
(W) :—hm?/() dt’;myi«i(ﬂ)y?

und das ist die doppelte kinetische Energie des Systems. Geméfl dem Gleichver-
tellungssatz der statistischen Mechanik gilt dann dementsprechend

(W) = 2(T) = —3NkgT

Nun kann man sich das System in einen Behélter eingeschlossen vorstellen®,
und nur die Krifte, die auf die ”Winde” des Behilters, oder in unserem Fall der
Zelle wirken, sind in der Lage, Druck auszuiiben. Man teilt also die Krifte F[**
auf in interne und externe Krifte:

F;’es — Fz + F;a:ct
— ~——
Interne Kriifte, z.B. inter- externe Krifte, von den
molekulare Wechselwirkungen Behilterwiinden ausgeiibt

und entsprechend: (W) = (W) + (W)

Wenn nun die Zelle die Seitenléingen L, L, und L, sowie das Volumen V =

L,L,L, hat, so folgt mit der Formel p = (—)F/A, daf}

<W€$t> = L$<_pLyLz) + Ly<_meL2) + LZ<_pL:cLy)

N ~ N 7

ext ext ext
Fg Fg F

= 3pV

4Tatssichlich fiihrt man die MD-Simulation 1.A. in solchen Zellen mit periodischen Randbe-
dingungen durch.
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Dabei ist F&* beispielsweise die duflere Kraft, die auf die zy-Fliche wirkt. Kom-
biniert man beide Gleichungen, so erhélt man

(W) — 3pV = 3NkgT

oder

1
PV = NkpT + (3w Fi)

Das ist die Virialgleichung. Da alle benétigten Groflen direkt aus der MD erhalten
werden, kann man den Druck mit dieser Gleichung berechnen. Falls die einzelnen
Teilchen nicht wechselwirken, verschwindet der (3> r; - F;)-Term, und iibrig bleibt
das ideale Gasgesetz

pV = NkpT

Entropie

Die Entropie spielt beispielsweise bei Reaktionen in Losung eine grofie Rolle. Sie
ist dort Maf fiir die Anzahl der Moglichkeiten, die das Molekiil hat, um sich zum
Beispiel durch die Wassermolekiile hindurchzubewegen.

Die Entropie ist im Rahmen der statistischem Mechanik definiert als

SEI{?Ban

Q ist dabei die Anzahl der moglichen Zusténde beziehungsweise das Phasen-
raumvolumen. In der phdnomenologischen Thermodynamik entspricht sie der
reversiblen reduzierten Warme:

_ quGU _ dE

as =
T T

, wenn N,V konstant

Entropiednderungen ergeben sich dann als

E21

AS = S(By) — S(By) = / dB

In der Praxis:

e Man fithrt mehrere Simulationen entlang des vermuteten Reaktionspfades
durch und bestimmt jeweils F und T. Daraus berechnet man dann AS.

e Dazu ist allerdings ein verniinftiger Reaktionspfad und eine grofie Anzahl
hinreichend langer Simulationen nétig.
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Abbildung 7.3: g(r): "Zahit” die Atome im Abstand r

Korrelationen

Korrelationsfunktionen haben die Form

{Ar) A(ro))

und kénnen durch MD einfach bestimmt werden: Man berechnet die Grofie A(r)
mit Hilfe der Atomkoordinaten fiir viele Konfigurationen, berechent dann die zu-
gehorigen Korrelationsfunktionen fiir jede Konfiguration und mittelt iiber diese.

Einfachstes Beispiel ist die Paarkorrelationssfunktion g(r) oder Dichte-Dichte-
Korrelationsfunktion. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Paar von Teilchen
im Abstand r zu finden, relativ zum erwarteten Wert bei gleichférmiger Verteilung

bei gleicher Dichte p = N/V:

g(r) = Nip <Zé(r—n~j)>

]
g(r) hat folgende Eigenschaften:

e Bei kurzen Absténden geht g(r) gegen null, aufgrund der AbstoBung der
Atome.

e In Kristallen zeigt g(r) deutliche Peaks entsprechend den Koordinations-
sphiaren. Die Lage und Intensitdt der Peaks ist charakteristisch fiir die
jeweilige Kristallstruktur.
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v

0.5 1 2 r/p

Abbildung 7.4: Im Festkérper: Klare Peaks im Gitterabstand

e In Fliissigkeiten deutliche Peaks bei geringen und mittleren Absténden, bei
groflen Abstdnden nimmt die Intensitéit der Peaks ab.

Eine hiufig berechnete Grofle ist die Anzahl der Atome zwischen ;1 und 7.
Das entspricht dem mit pg(r) gewichteten Volumen einer Kugelschale um das
Zentralatom:

)
p/ 47r?g(r)dr
r

Mit dieser Grofle kann man Koordinationszahlen definieren, auch wenn Fehlord-
nung vorliegt.

7.3.3 Phasenraum und Ergodizitit

Man betrachtet ein System mit N Teilchen; die Orte und Impulse seien unab-
héngige Variablen.

e Das System bestizt 3N Ortskoordinaten ¢; go, ...,gsn". Eine spezielle Kom-
bination der {g¢;} entspricht dann einem Punkt in einem 3N dimensionalen
Raum, dem sogenannten Konfigurationsraum.

e Entsprechendes gilt fiir die 3N Impulskoordinaten pq, ps, ..., p3n. Der zuge-
horige 3N dimensionale Raum heifit Impulsraum.

®Das sind verallgemeinerte Ortskoordinaten. Man kénnze z.B. kartesische Koordinaten ¢; =
1,42 = Y1, ---,Gany = 2y wihlen.
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0.5 1 2 r/p

Abbildung 7.5: In der Flissigkeit: z.B. HyO, Peaks im Abstand der H-Briicken

Abbildung 7.6: Nichtergodische und ergodische Bewegung

e Konfigurations- und Impulsraum lassen sich zum sogenannten der soge-
nannte Phasenraum vereinigen. FEr hat 6/ N Dimensionen, eine fiir jeden
Freiheitsgrad. Der Zustands des System wird durch einen Punkt im Pha-
senraum dargestellt.

Der momentane Zustand des Systems wird dann durch einen Punkt im Pha-
senraum repréasentiert, und die zeitliche Entwicklung entspricht einer Linie, der
Trajektorie. Fine Bewegung ist ergodisch, wenn innerhalb eines hinreichend lan-
gen Zeitraumes jeder Punkt im Phasenraum durchlaufen wird. Bei Systemen mit
hoher Symmetrie kann es vorkommen, dafl die MD nichtergodisch verlduft.
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7.4 Anwendungen von klassischer Molekiildyna-
mik

e Suche der energieirmsten Konformation in gréfleren Molekiilen, z.B. ver-

zweigte Alkane
e FErzeugung von Startstrukturen fiir quantenchemische Rechnungen

e Strukturen und Strukturinderungen in Biomolekiilen wie Proteinen und
Nucleinsduren.

e Beschreibung von amorphen Systemen oder Zeolithen mit sehr grofler Fin-
heitszelle.

e Vereinzelt funktioniert auch die Beschreibung chemischer Reaktionen

Verglichen mit Ab-Initio-Molekiildynamik sind mit klassischen Methoden
deutlich gréBere Systeme (10.000 Atome) und ldngere Zeiten (ps-Bereich)
simulierbar. Allerdings ist die Ubertragbarkeit gering; die Kraftfelder be-
schreiben im Allgemeinen nur die Systeme gut, fiir die sie parametrisiert
sind.

79



Teil 111

Car-Parrinello-Molekiildynamik
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Kapitel 8

Klassische Mechanik in

Lagrange-Formulierung

Alternative Formulierung der Newtonschen Axiome, bei denen die Bewegungs-
gleichungen skalar sind und nicht mehr vektoriell, und die in jedem Koordinaten-
system die gleiche Form haben. Weiterhin lassen sich Zwangsbedingungen relativ
einfach beriicksichtigen.

8.1 Verallgemeinerte Koordinaten

Die 3N kartesischen Koordinaten eines N-Teilchen-Systems lassen sich sich durch
3N Funktionen von 3N Variablen ¢; und der Zeit schreiben. Die {¢;} bezeichnet
man als verallgemeinerte Koordinaten:

71(t) = z1(q1, 92, -+, @3, )
() = yilqr, g, -, Gan, )

ZN(t) = ZN(Ql;Q% -"7Q3n7t)

8.2 Das 2. Newtonsche Axiom in verallgemei-
nerten Koordinaten

Nun werden die Bewegungsgleichungen als Funktion der {¢;} formuliert. Dazu
beginnt man beim zweiten Newtonschen Axiom: Fiir jedes Teilchen gilt

F;, =ma; =p
Die Arbeit, die gegen die Kraft F; geleistet werden muf3, um das Teilchen eine

infinitesimale Strecke or; weit zu bewegen, ist dann

81



F; - ér, = p; - or;

8.2.1 Die linke Seite

Da ér; eine Funktion der {g;} ist, kann man schreiben:

N
=1 Ol
3N
or;
;3%‘ ’

Um nun Bewegungsgleichungen in Abhéngingkeit der verallgemeinerten Koordi-
naten schreiben zu konnen, summiert man iiber alle F;0r; und separiert anschlie-
Bend nach den g;:

3N
SW = ZF Sr; = ZZF 8‘” ZQJ(S%

=1 j=1

mit

(); bezeichnet man als verallgemeinerte Kraft. Man erkennt, dafl Zi\il F;ér,
und E?ZI (Q;0q; die gleiche Form haben, dafl aber ();6¢; rein skalar ist.

8.2.2 Die rechte Seite

Mit dem p;or;-Term verfihrt man analog:

N N 8r
Zpi-éri = Zmi‘i-érz Zmrz- Z oq;
i=1 i=1 4;

_ ii df o\ Ao
N — dt ' 8qj ' dt 8qj qj
Im letzten Schritt wurde dabei die Produktregel ausgenutzt. Als n#chstes bens-

tigt man zweil weitere Gleichungen, die man durch Ableitung der Definitionsglei-
chungen fiir die verallgemeinerten Koordinaten erhilt:
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d < 81’,‘ > GVZ‘ d 81’,‘ GVZ‘
—_ == un == "
dt \ Og; dg; dq;  0g;

Setzt man diese ein, so erhdlt man
N N 3N
d 8VZ' 8VZ'
B (d [ ﬁ: mv? 0 ﬁ: mv? 5
B =ACAC =2 A

=1
dor ory,
dtdg;  ag; | P

Fiir die zweite Zeile wurde wieder die Produktregel angewendet, und der Term

2
Zﬁil m—;L wurde als kinetische Fnergie identifiziert. Die rechte Seite dieser Glei-

chung ist wieder rein skalar.

8.2.3 Lagrange-Gleichungen erster Art
Mit den beiden Teilergebnissen

N 3N N 3N
. dor or

Jj=1

kann man jetzt schreiben:

3N 3N
dor oT
Sa. — L9t 9 s,
;Q] b Z{dtaq'j 3%} b

=1
oder
dor or
— - =
dtdq; 0Og;

Das ist die sogenannte erste Form der Lagrange-Gleichungen, sie gibt die
Bewegungsgleichungen eines Systems aus N Teilchen an; es handelt sich um ein
Gleichungssystem aus 3N Gleichungen fiir 3N verallgemeinerte Koordinaten.
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8.3 Zweite Form der Lagrange-Gleichungen

Falls die wirkenden Kriifte konservativ sind, d.h. falls alle F; als Ableitung einer
potentiellen Energie geschrieben werden kénnen, so kann man die verallgemeiner-
ten Kréfte (); ebenfalls durch die potentielle Energie ausdriicken. Man gelangt
dann zur sogenannten zweiten Form der Lagrange-Gleichungen. Im einzelnen gilt
fiir ein konservatives System

N N

wobel die Kettenregel ausgenutzt wurde. Eingesetzt in die erste Form der Lagrange-
Gleichungen erhélt man

Da die potentielle Energie nicht von der Geschwindigkeit abhéngt, kann man
statt 9T /0q; auch (T — V) /d¢; schreiben, und es ergibt sich:

dar-v) dr-V)

dt  9g; dg; ’
oder
doc o
dtdq;  0Og;
mit
L=T-V

Das ist die Zweite Form der Lagrange-Gleichungen. £ ist die sogenannte
Lagrange-Funktion, eine fiir das System charakteristische skalare dynamische
Grofle, aus der man die Lagrange-Gleichungen berechnen kann.
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Kapitel 9

Car-Parrinello-Gleichungen

Bei der klassichen oder Born-Oppenheimer-Molekiildynamik lassen sich die Be-
wegungsgleichungen fiir die Kerne auch im Rahmen der Lagrange-Formulierung
aufstellen: Man bildet die Lagrange-Funktion

L=T-V (4 Zwangsbedingung)

und erhilt die Bewegungsgleichungen dann als

4oL oc
dtd¢ — Og

durch Ableitung.

Die Idee bei der Car-Parrinello-Molekiildynamik ist es nun, das Konzept der
klassischen Bewegungsgleichung auch auf die Molekiilorbitale auszudehnen: Man
betrachtet sie als zusétzliche Freiheitsgrade, und ordnet ihnen eine Geschwindig-
keit und eine Triagheit zu. Als Nebenbedingung soll weiterhin die Orthonormie-
rung gelten. Es bietet sich nun an, diese erweiterten Bewegungsgleichungen im
Rahmen des Lagrange-Formalismus aufzustellen, da sich in dieser Formulierung
jegliche Art von Freiheitsgraden und Zwangsbedingungen auf unproblematische
Weise berticksichtigen 143t. Die "kinetische Fnergie” der Orbitale definiert man
als

Dabet ist p, die sogenannte fiktive Elektronenmasse, also der Trégheitsparameter
fir die zeitliche Anderung der Orbitale. Im Allgemeinen wihlt man p fir alle
Orbitale gleich. Die potentielle Energie der Elektronen ist zusammen mit der
der Kerne bereits in der Kohn-Sham-Energie enthalten. Man schreibt also die
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erweiterte Lagrange-Funktion

ﬁcp — T—V
1 sy 1 .
= EXI:MIRI + 52/% <1/’z’1/’z>

—Bgs + Z <Az‘j <1/)i’1/’j> - 6ij>

Die Bewegungsgleichungen erhdlt man dann als:

iaﬁcp o 8‘CCP it 8‘CCP _ 8 L

i R,  OR, = oR;  om; **

d 8£CP . aﬁcp . 8£CP . aE i B o
di 31/): = 0 mit o0 = 5ot Exs ; (A” <1/)Z]1/)]> 5”)

Man beachte, dafl der zweite Term der zweiten Zeile auf die Kohn-Sham-
Gleichungen fithrt. Fs handelt sich bei der Car-Parrinello-Methode also um ein
on-the-fly-Verfahren, bei dem die Kohn-Sham-Gleichungen und die Bewegungs-

gleichungen simultan gelost werden.
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Kapitel 10
CPMD in der Praxis

10.1 Vergleich mit Born-Oppenheimer-Molekiildynamik

Bei der Born-Oppenheimer-Molekiildynamik wird die Kernbewegung klassisch
beschrieben. Die potentielle Energie fiir die jeweilige Kernkonfiguration erhélt
man durch Losung der elektronischen Schrédinger-Gleichung fiir diese Konfigu-
ration:

.. 0
M[R[ == —8? min [EK5<R)]
1

Dazu miissen nach jedem Zeitschritt die Kohn-Sham-Gleichungen selbstkonsistent
gelost werden:

1
[—EVQ + Veff] Y, = Z Aty
j

e Der Zeitschritt liegt im Bereich zwischen 1 — 2fs.
e Eis ist eine sehr gute Optimierung der Wellenfunktion erforderlich.

e Relativ zeitaufwendig, weil nach jedem Schritt eine neue Berechnung der
Wellenfunktion nétig ist.

e Relativ einfach zu implementieren.

In der Car-Parrinello-Molekiildynamik wird die elektronische Energie nicht
nach jedem Zeitschritt selbstkonsistent berechnet; stattdessen gehorchen die Elek-
tronen (beziehungsweise die Orbitale) einer Art klassischen Bewegungsgleichung,
genau wie die Kerne. Als fiktive Elektronenmasse wird typischerweise p =
300 — 400a.u. gewdhlt, die Orbitale in Car-Parrinello-Molekiildynamik bewegen
sich also wesentlich langsamer als die "echten” Elektronen.
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Fine Besonderheit beim Car-Parrinello-Verfahren ist, daf§ nicht die Gesamt-
energie

1 .
EZT—I-V:EXI:MIR%—I-EKS

erhalten bleibt, sondern stattdessen die Grofle

1 - 1 .o
Ecp = B XI: MR} + Eks + bl XZ: <¢¢WJ¢>
Physikalische Gesamtenergie Fiktive kinetische Energie
des Systems der Orbitale, unphysikalisch

Damit also die Beschreibung eines Systems durch Car-Parrinello Molekiildynamik
physikalisch sinnvoll ist, mufl darauf geachtet werden, dafl die unphysikalische
kinetische Energie der Orbitale in guter Nidherung konstant bleibt, dafl also p);
klein ist.

10.2 Implementierung und Anwendung

Das Computerprogramm CPMD ist auf www.cpmd.org erhéltlich. Die Atom-
riimpfe werden durch Pseudopotentiale beschrieben, die Valenzelektronen hinge-
gen durch Dichtefungtionaltheorie mit einem Basissatz aus ebenen Wellen. Vor-
teil von ebenen Wellen gegeniiber lokalisierten Basisfunktionen:

e Keine Pulay-Krifte. Das sind artifizielle Krifte, die versuchen, das Atom
wieder in seine Ruhelage zu ziehen, beziehungsweise Krifte, die aufge-
wendet werden miissen, um die Basisfunktionen ”hinterherzuziehen”. Sie
entstehen, wenn bei der Berechnung der Krifte das Hellman-Feynman-
Theorem auf gendherte Wellenfunktionen angewendet wird.

e Kein Basissatz-Superpositionsfehler (BSSE). Dieser Fehler entsteht bei un-
vollstandiger Basis, wenn sich zwei Atome in kurzer Distanz befinden. Dann
kann es vorkommen, dafl das SCEF versucht, Basisfunktionen des einen
Atoms fiir die Beschreibung des anderen Atoms mitzuverwenden, wenn da-
bei die Gesamtenergie kleiner wird.

Allerdings muf eine Basis aus ebenen Wellen sehr grofy gewihlt werden, was
z.B. insbesondere die Berechnung von Hartree-Fock-Austausch aufwendig macht.
Weiterhin sind periodische Randbedingungen erforderlich. Beschreibung kleiner
Molekiile durch Ebene Wellen ist relativ aufwendig, verglichen mit einer Basis
aus durch kontrahierte GauBfunktionen dargestellten STOs. Der Ubergang zu
kondensierten Phasen ist aber dafiir wesentlich einfacher.
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Abbildung 10.1: Formaldehyd als isoliertes Molekil und in Lisung

___________________

Abbildung 10.2: Festkorper: Einheitszelle eines bee-Kristalls
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Abbildung 10.3: Oberfidchen werden duch eine Schicht ("Slab”) dargestellt. Es
st darauf zu achten, dafs die Schicht hinreichend dick gewdhlt wird, und daf$ auch
der Abstand zwischen den Schichlen grofi genug ist.

10.3 QM-MM

Bei Biomolekiilen wie zum Beispiel Proteinen sind die chemischen Reaktionen
meistens auf das aktive Zentrum beschrankt. Der Rest des Molekiils ist aber
notwendig, um eine geeignete Umgebung zur Verfiigung zu stellen, damit die
Reaktion iiberhaupt ablduft und die gewiinschten Produkte gebildet werden.

Solche Systeme konne durch sogenannte QM-MM-Verfahren beschrieben wer-
den. Dabei handelt es sich um MD-Methoden, bei denen die fiir die Reaktion
relevanten Teile des Molekiils quantenmechanisch, der Rest hingegen klassisch
beschrieben wird.

Die Kopplung von QM- und MM-Teil kann iiber Briickenatome erfolgen, de-
rern Bewegung der Zwangsbdingung unterliegt, dafl sie gleichzeitig den in der
QM- als auch den in der MM-Rechnung berechneten Kréften gehorcht.

Ebenfalls moéglich ist eine Kopplung tiber Pseudopotentiale. Die Verbindungs-
stelle zwischen QM- und MM- Bereich wird mit verminderter Genauigkeit be-
schrieben. Daraus ergibt sich, dafl sie in ausreichender Distanz zum Reaktions-
zentrum gewihlt werden muf3.
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Aktives Zentrurm:
Quantenmechanische Beschreibung

Yerkntpfung durch Brilckenatome
oder Pseudopotentiale

Protein: Beschreibung
durch Molekilmechanik

Abbildung 10.4: Schema: QM-MM
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